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摘要

我们研究 R3 中的 δ-管族，并要求同一个凸集 V 内不能容纳过多这样的管。我们证明，此类
管族的并集必定具有几乎最大的体积。作为推论，我们证明 R3 中每个挂谷集的 Minkowski 维
数与 Hausdorff 维数均为 3。

目录

1 引言 3

1.1 定理 1.2 与多尺度分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 凸集的并与非聚集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 由断言 D 和 E 推出挂谷集猜想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 R3 中挂谷集猜想的证明理念与既有工作 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 证明概览 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.6 管倍增与 Keleti 线段延拓猜想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.7 致谢 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 证明梗概 15

2.1 命题 1.6：断言 D 与 E 等价 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 双尺度颗粒分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 精细尺度归纳 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 多尺度结构、Nikishin–Stein–Pisier 因子分解与黏性挂谷 . . . . . . . . . . . . . . . . 21
∗纽约大学 Courant 数学科学研究所，美国纽约州纽约市。
†不列颠哥伦比亚大学数学系，加拿大不列颠哥伦比亚省温哥华市。

1



3 记号 22

3.1 凸集与着色 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2 记号表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Wolff 公理与凸集因子分解 24

4.1 定义：Wolff 公理与覆盖 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2 凸集的因子分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.3 凸集与 Frostman 薄板 Wolff 公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.4 Frostman 薄板 Wolff 公理与覆盖 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 将管因子分解到扁平棱柱中 35

5.1 若干常用的 Córdoba 型 L2 论证 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.1.1 薄板的体积估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.1.2 棱柱的切向相交与横截相交 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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1 引言

挂谷集是 Rn 的一个紧子集，其中包含沿每一个方向指向的单位线段。挂谷集猜想断言：Rn 中
每个挂谷集的 Minkowski 维数和 Hausdorff 维数都等于 n。Davies 在 n = 2 时证明了该猜想 [5]；
在三维及更高维中，该问题此前仍未解决。关于挂谷猜想的介绍和历史进展综述，参见 [17, 28]；关
于三维及更高维的当前进展，参见 [15, 16, 18, 20, 21, 27, 31]。

本文旨在对 R3 中满足若干非聚集条件的 δ-管并集给出体积下界。这里，δ-管是单位线段的
δ-邻域。作为推论，我们解决三维挂谷集猜想。

定理 1.1. R3 中每个挂谷集的 Minkowski 维数与 Hausdorff 维数均为 3。

定理 1.1 是下面这一略具技术性的结果的推论。

定理 1.2. 对任意 ε > 0，存在 K > 1，使得当 δ > 0 充分小时，下述结论成立。设 T 是包含在
R3 单位球中的一族 δ-管，并假设任意尺寸为 a × b × 2 的长方棱柱至多包含 T 中的 100abδ−2 根
管（例如，当 T 中各管的方向彼此 δ-分离时，该条件成立）。对每个 T ∈ T，设 Y (T ) ⊂ T 为可测
集，且 |Y (T )| ≥ λ|T |。则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ δελK
∑
T∈T

|T |. (1.1)

挂谷极大函数猜想断言：对每个 ε > 0，不等式 (1.1) 可取 K = 3。Córdoba 已在 R2 中证明挂
谷极大函数猜想 [6]。虽然本文并未解决 R3 中的挂谷极大函数猜想，但定理 1.2 给出的较弱结论已
足以推出定理 1.1。
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图 1: 左：尺度 ρ 的管（黑色）满足定理 1.2 的非集中假设；每根 ρ-管内部经重标度后的 δ-管（蓝
色）也满足该假设。在这种情形下，多尺度分析较为直接，通常称为“黏性”情形。为使图形清楚，
并未画出全部 δ-管。
右：尺度 ρ 的管不满足定理 1.2 的非集中假设。ρ-管以高重数相交，而每根 ρ-管内部的 δ-管较为稀
疏。

“任意 a × b × 2 长方棱柱至多包含 100abδ−2 根 T 中的管”是一种非聚集条件。Wolff 在 [27]
中首次引入了与之十分接近的条件；满足该条件的管族称为满足 Wolff 公理。

1.1 定理 1.2 与多尺度分析

作者在 [25, 26] 中证明：当管族 T 具有所谓的黏性时，定理 1.2 成立（见图 1 左图）。粗略地
说，若 T 满足定理 1.2 中的非聚集条件；其基数约为 δ−2；并且对每个中间尺度 δ ≤ ρ ≤ 1，T 中
的管都可以由一族 ρ-管覆盖，而该 ρ-管族在用 ρ 替代 δ 后仍满足定理 1.2 的非聚集条件，则称 T
是黏性的。
遗憾的是，并非所有管族都具有黏性——图 1右图给出了一个例子。右图中的排列难以分析，因

为 ρ-管以很高的重数相交（即一个典型点会有许多 ρ-管通过），而每根 ρ-管内部的 δ-管排列却很稀
疏（即每根 ρ-管内部的 δ-管并集仅填充该 ρ-管的一小部分）。为了分析这种排列，第 1.2 节将引入
定理 1.2 中非聚集假设的两个变体，以及体积估计 (1.1) 的两个变体。

1.2 凸集的并与非聚集

以下称两个集合 U, V ⊂ Rn 本质不同，如果 |U ∩ V | ≤ 1
2 max(|U |, |V |)。T 表示包含在 R3 单

位球中的一族本质不同的 δ-管，而 |T | 表示一根 δ-管的体积，即 |T | 的数量级约为 δ2。
定义 1.3. 设 T 为 R3 中的一族 δ-管。
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(A) 定义 CKT -CW (T) 为所有满足下述条件的 C > 0 的下确界：

#{T ∈ T : T ⊂ W} ≤ C|W ||T |−1 对所有凸集 W ⊂ R3.

称 T 以误差 CKT -CW (T) 满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。

(B) 定义 CF -SW (T) 为所有满足下述条件的 C > 0 的下确界：

#{T ∈ T : T ⊂ W} ≤ C|W |(#T) 对所有薄板 W ⊂ R3,

其中，“薄板”是单位球与某个（超）平面的加厚邻域之交。称 T 以误差 CF -SW (T) 满足 Frostman
薄板 Wolff 公理。
注 1.4.
(A) 关于名称。“Katz–Tao”和“Frostman”指两种不同类型的非集中条件；它们分别对应于经典
的非集中条件 |E ∩ B| ≤ (r/δ)2 与 |E ∩ B| ≤ r2|E|，其中 E ⊂ Rn 是 δ-分离集，B 是半径为 r 的
球。由挂谷集产生的管排列，即在每个彼此 δ-分离的方向上各取一根 δ-管，同时以误差 ≲ 1 满足
Katz–Tao 凸 Wolff 公理和 Frostman 薄板 Wolff 公理。“凸”和“薄板”说明非聚集条件施加于哪
一类集合；“Wolff 公理”则表示上述定义是 [27] 中 Wolff 公理的类似物。

(B) 上述定义是第 4.2 节将定义的一般非聚集条件（定义 1.3′）的两个特殊情形。在定义 1.3′ 中，管
与凸集（或薄板）都将由更一般的对象替代。

(C) 若 T 非空，取一个包含 T 中某根管的 δ × 1 × 1 薄板 W，即可看出 CF -SW (T) ≤ C 蕴含
#T ≥ C−1δ−1。

下面引入 R3 中管并集的两个挂谷型体积估计。它们是不等式 (1.1) 的类似形式，并经过精心
表述以适应尺度归纳。以下用 (T, Y )δ 表示一族本质不同的 R3 中 δ-管 T 及其着色：对每个 T ∈ T，
Y (T ) 是 T 的一个子集。对 λ > 0，若 ∑

T∈T |Y (T )| ≥ λ
∑

T∈T |T |，则称 (T, Y )δ 为 λ-稠密。

定义 1.5. 设 σ, ω ≥ 0。

• 称断言 D(σ, ω) 成立，如果：
对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，并
且以至多 δ−η 的误差同时满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理与 Frostman 薄板 Wolff 公理。则∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδω+ε(#T)|T |
(
(#T)|T |1/2

)−σ
. (1.2)

• 称断言 E(σ, ω) 成立，如果：
对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密。则∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδω+εm−1(#T)|T |
(
m−3/2ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
, (1.3)

其中 m = CKT -CW (T)，ℓ = CF -SW (T)。
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下面说明估计 (1.2) 与 (1.3) 中各指数的数量关系。首先，在 σ = ω 的特殊情形，断言 D(σ, σ)

给出估计 ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδε(#T)−σ

∑
T∈T

|T |,

也就是说，在并集 ⋃
Y (T ) 的一个典型点处，通过的管数至多为 ≲ δ−ε(#T)σ（对一般的 σ 和 ω，该

数量约为 δσ−ω−ε(#T)σ）。当 σ > 0 很小时，这表示并集 ⋃
Y (T ) 中的管几乎互不重叠。后续论证

中还需要处理 σ 与 ω 不相等的情形。
估计 (1.2) 的形式部分源于如下考虑。为了启动尺度归纳论证，我们希望证明某个 σ ∈ (0, 2/3]

下 E(σ, 0) 成立。当 σ = 1/2 且 ω = 0 时，不等式 (1.2) 化为∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδ1/2+ε(δ2#T)1/2.

这本质上就是 [27] 中Wolff 的发刷下界（这里使用了 T 以较小误差满足 Frostman 薄板Wolff 公理
这一事实；详见附录 B）。

断言 D(σ, ω) 是断言 E(σ, ω) 的特殊情形。下面解释不等式 (1.3) 最后一个括号项的结构。为了
理解参数 ℓ，考虑如下情形。假设断言 D(σ, ω) 已知成立。取 δ < ρ < 1，并令 T 为共同包含在一
根 ρ-管（记为 Tρ）内、基数为 (ρ/δ)2 的 δ-管族。假设 T 中的管以约为 1 的误差满足 Katz–Tao 凸
Wolff 公理。这蕴含 CF -SW (T) ∼ ρ−1。
对 T ∈ T（因此 T ⊂ Tρ），记 T Tρ 为如下仿射变换下 T 的像：在 Tρ 的两个“短”方向上各向

异性地放大 ρ−1 倍，并把所得像平移到单位球。经过这一重标度和平移，T 中的管成为 δ/ρ-管，并
以约为 1 的误差同时满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理与 Frostman 薄板 Wolff 公理。对该重标度管族
应用断言 D(σ, ω)，得到体积下界∣∣∣ ⋃

T∈T
T Tρ

∣∣∣ ≥ κ(δ/ρ)ε(#T)|T Tρ |
(
(#T)|T ρ|1/2

)−σ
.

撤销各向异性重标度和平移（该变换使体积改变因子 ρ2），并注意 |T Tρ | ∼ ρ2|T |，可将上式改写为∣∣∣ ⋃
T∈T

T
∣∣∣ ≳ κδε(#T)|T |

(
ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
, 其中 ℓ = CF -SW (T) ∼ ρ−1.

参数 ℓ 的另一项解释是：对任意 δ-管族 T，总有 CF -SW (T)(#T)|T |1/2 ≥ 1。这是因为总能取一
个厚度为 |T |1/2 且至少包含 T 中一根管的薄板 W。这也解释了为什么写 |T |1/2 而不是 δ；R3 中
任意直径为 1 的凸集 S 都可以包含在厚度为 |S|1/2 的薄板中。后文还会考虑断言 E(σ, ω) 的推广，
其中管族被更一般的凸集族取代。

为了理解不等式 (1.3) 中的 m−1 与 m−3/2，考虑如下情形。仍假设断言 D(σ, ω) 成立。设 T 是
一族 δ-管，以约为 1 的误差满足 Frostman 薄板 Wolff 公理，而 Katz–Tao 凸 Wolff 公理的误差为
m >> 1。令 ρ = m1/2δ，并假设存在一族 ρ-管 Tρ，其中每根管包含 m|Tρ||T |−1 = m2 根 T 中的管。
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这正是一根 ρ-管中能够容纳的本质不同 δ-管的最大数量。因此，每根 ρ-管内部的 δ-管并集几乎填
满整根 ρ-管。
我们有 #Tρ = m−2(#T) = m−1(|T |/|Tρ|)(#T)，即 (#Tρ)|Tρ| = m−1(#T)|T |。容易算得

CKT -CW (Tρ) ≲ 1。应用断言 D(σ, ω)，并利用每根 ρ-管内部的 δ-管并集几乎填满该 ρ-管这一事实，
得到 ∣∣∣ ⋃

T∈T
T
∣∣∣ ∼ ∣∣∣ ⋃

Tρ∈Tρ

Tρ

∣∣∣ ≥ κρω+ε(#Tρ)|Tρ|
(
#Tρ)|Tρ|1/2

)−σ

= κρω+εm−1(#T)|T |
(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
.

1.3 由断言 D 和 E 推出挂谷集猜想

显然 E(σ, ω) =⇒ D(σ, ω)。第 6 节将证明反向蕴含也成立：
命题 1.6. 设 0 ≤ σ ≤ 2/3, ω ≥ 0。则 E(σ, ω) ⇐⇒ D(σ, ω)。

如上所述，证明使用尺度归纳。简言之，若 E(σ, ω) 成立，我们将在许多位置和尺度上使用这
一事实，证明某个 ω′ < ω 下的 D(σ, ω′) 成立（注意，ω 越小，估计越强）。精确陈述如下。
命题 1.7. 存在函数 g : [0, 2/3] × (0, 1] → (0, 1]，使得下述结论成立。设 0 ≤ σ ≤ 2/3, ω > 0。则
E(σ, ω) =⇒ D(σ, ω − g(σ, ω))。

命题 1.6 与 1.7 使 E(σ, ω)（等价地，D(σ, ω)）具有自我改进性质。由于 E 和 D 定义中的管族
彼此本质不同且包含在单位球内，总有 #T ≲ δ−4，因此可以把 ω 的改进“交换”为 σ 的改进。特
别地，命题 1.7 给出 E(σ, ω) =⇒ D(σ − g(σ, ω)/4, ω)。

反复应用命题 1.6 与 1.7，可以把初始估计 D(σ, ω) 提升为 D(σ − g(σ, ω)/4, ω)，并继续迭代。
为了启动迭代，需要先证明某个 ω > 0、0 ≤ σ ≤ 2/3 下 D(σ, ω) 成立。Wolff 在 [27] 中证明，Rn

中每个挂谷集的 Hausdorff 维数至少为 n+2
2 。附录 B 将使用类似论证证明 D(1/2, 0) 成立：

命题 1.8. D(1/2, 0) 成立。

以命题 1.8 为起点，反复应用命题 1.6 与 1.7，得到下述结论。
定理 1.9. 断言 D(0, 0) 与 E(0, 0) 均成立。

证明. 固定 ω > 0。由命题 1.8，D(1/2, 0)成立，从而 D(1/2, ω)也成立。若某个 σ ∈ [0, 2/3]下 D(σ, ω)

成立，则对所有 σ′ ∈ [σ, 2/3]，D(σ′, ω)也成立。利用命题 1.6与 1.7，集合 {σ ∈ [0, 2/3] : D(σ, ω)成立}
在度量空间 [0, 2/3] 中相对开。另一方面，由定义 1.5 容易验证该集合在 [0, 2/3] 中也相对闭。因此，
D(σ, ω) 对所有 σ ∈ [0, 2/3] 均成立，特别地，D(0, ω) 成立。

类似论证说明 D(0, 0) 成立：我们已经证明每个 ω > 0 下 D(0, ω) 成立；另一方面，集合
{ω ≥ 0: D(0, ω) 成立} 在度量空间 [0,∞) 中相对闭。因此 D(0, 0) 成立。由命题 1.6，E(0, 0) 也成
立。
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定理 1.9 的结论可以改述如下。

推论 1.10. 对任意 ε > 0，存在 K，使得当 δ > 0 充分小时，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 λ-稠密。
则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ δελKm−1(#T)|T |, 其中 m = CKT -CW (T). (1.4)

定理 1.2 现为推论 1.10 的特殊情形——定理 1.2 的假设保证 CKT -CW (T) ≤ 1000。

1.4 R3 中挂谷集猜想的证明理念与既有工作

Katz、Łaba 与 Tao 在 [16] 中证明，R3 中每个挂谷集的上 Minkowski 维数至少为 5/2+ c，其
中 c > 0 是一个很小的绝对常数。为此，他们分析了一个假想的、上 Minkowski 维数接近 5/2 的
R3 挂谷集结构。他们证明，这样的挂谷集——更准确地说，由该挂谷集产生的 δ-管族——必须具有
三种结构性质，称为“平面性”（planiness）、“颗粒性”（graininess）和“黏性”（stickiness）。随后
Katz、Łaba 与 Tao 又证明，具有这三种结构性质的挂谷集维数至少为 5/2 + c。

2014 年，Tao 在一次报告及配套博客文章 [24] 中介绍了 Katz 与 Tao 为解决挂谷问题提出的
一种可能途径，即 Katz–Tao 纲领。其步骤如下。第一，证明 R3 中挂谷猜想的任何假想反例——即
维数严格小于 3 的挂谷集——都必须具有平面性、颗粒性和黏性。第二，利用这些性质逐步获得挂
谷集多尺度结构的更精确描述。第三，使用离散化和积理论的结果，特别是 Bourgain 离散化和积
定理 [4] 的思想，证明具有这种多尺度结构的挂谷集不可能存在。

Tao 提出 Katz–Tao 纲领时，上述第一步已经取得了一些进展。Bennett–Carbery–Tao 多线性
挂谷定理 [1] 蕴含，R3 中任何假想反例都必须具有平面性。Guth 在 [9] 中证明，R3 中任何假想反
例都必须具有颗粒性。相比之下，黏性似乎更难处理。
论文 [25, 26] 与本文组成的三部曲，可以看作 Katz–Tao 纲领的实现。在 [25] 中，作者绕开

Katz–Tao 纲领的第一步，直接处理第二步和第三步。更准确地说，作者证明 R3 中每个黏性挂谷集
（即具有黏性结构性质的挂谷集）的 Hausdorff 维数都等于 3。该结果称为黏性挂谷定理。关于该定
理的证明以及这一证明与 Katz–Tao 纲领所述策略的比较，参见 [25, §1.1]。

在 [26] 中，作者证明任何 Assouad 维数严格小于 3 的假想 R3 挂谷集都必须具有黏性。更准
确地说，若存在挂谷集 K 满足 dim A(K) < 3，则还必定存在挂谷集 K ′ 满足 dim A(K

′) < 3，并
具有类似于黏性的多尺度自相似性质。随后作者利用黏性挂谷定理的一个轻微推广，证明这种挂谷
集不可能存在。特别地，[25] 中的黏性挂谷定理假定来自挂谷集的管指向不同方向；在 [26] 中，作
者将该定理推广到较弱的假设，即管族在每个尺度都满足 Wolff 公理（精确定义见第 6 节）。注意，
由于集合的 Assouad 维数可能大于其 Minkowski 维数或 Hausdorff 维数，[26] 的结果尚未解决 R3

中的挂谷集猜想。
本文把上述思路推进到终点。我们证明：若 T 是一族 δ-管，并且对某些 σ 和 ω，它使断言

D(σ, ω) 中的估计 (1.2) 几乎取等，则 T 必须具有类似黏性的多尺度自相似性质。具体而言，在 δ
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与 1 之间的许多尺度 ρ 上，可以用一族以较小误差满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理（见定义 1.3）的
ρ-管覆盖 T。然后，我们利用黏性挂谷定理的推广证明：对这样的管族 T，只有 σ 与 ω 均为 0 时，
断言 D(σ, ω) 中的估计 (1.2) 才可能取等。正如第 1.2 节已经说明的，这意味着 R3 中每个挂谷集
（事实上，每个满足 Wolff 公理的集合）的 Minkowski 维数和 Hausdorff 维数均为 3。

1.5 证明概览

命题 1.7 是定理 1.9 证明中最关键的一步，而定理 1.9 又推出定理 1.1 与 1.2。本节讨论图 1
右图所示关键特殊排列中，用于证明该命题的一些思想。第 2 节将给出更完整、且与正式证明结构
一致的证明梗概。
为简化叙述，我们忽略 δε 或 δ−ε 型因子，并非正式地写 A ⪅ B，表示 A ≤ Cδ−εB，其中常数

C 与 δ 无关，而小参数 ε > 0 在本概览中不再追踪。
固定 σ > 0 和 ω > 0，并假设断言 D(σ, ω) 与 E(σ, ω) 均成立（粗略地说，这表示管并集的“维

数”至少为 3 − σ − ω）。设 T 是一族基数约为 δ−2、满足断言 D(σ, ω) 假设的 δ-管。目标是证明⋃
T T 的体积显著大于估计 (1.2) 所保证的下界，即希望得到∣∣∣ ⋃

T∈T
T
∣∣∣ ⪆ δσ+ω−α, (1.5)

其中 α = α(σ, ω) > 0。
假设存在一个重数 µ，使得 ⋃

T T 中每个点约有 µ 根 T 中的管通过。得到目标体积下界 (1.5)
的一种办法，是转而证明重数估计

µ ⪅ δ−σ−ω+α. (1.6)

得到 (1.5) 的第二种办法，是证明存在某个尺度 τ >> δ，使并集 ⋃
T T 在尺度 τ 上具有高于预

期的密度。更具体地，只要对与 ⋃
T T 相交的一个典型半径 τ 球 Bτ，证明∣∣∣Bτ ∩

⋃
T∈T

T
∣∣∣ ⪆ δ−α(δ/τ)σ+ω|Bτ |. (1.7)

即可推出 (1.5)。下文“步骤 2，情形 2”将进一步说明这一点。
若 T 具有黏性，则对每个尺度 δ < ρ < 1，可以找到一族约由 ρ−2 根本质不同的 ρ-管组成的

Tρ，其中每根 ρ-管包含约 (δ/ρ)2 根 T 中的管。下面改而假设 T 不具有黏性，即 T 类似图 1 右图中
的排列。称这一点为简化假设 A。更准确地说，存在尺度 δ << ρ << 1 和一族本质不同的 ρ-管 Tρ，
使每个 T ∈ T 至少包含在 Tρ 中的一根管内，而每个 Tρ ∈ Tρ 包含约 δν(ρ/δ)2 根 T 中的管，其中
ν > 0 很小。我们将尝试以某个小改进 α > 0 证明不等式 (1.6)。

细尺度估计。
对每个 Tρ ∈ Tρ，定义

T[Tρ] = {T ∈ T : T ⊂ Tρ} 且 TTρ = {T Tρ : T ∈ T[Tρ]}. (1.8)
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（回顾定义 1.5 之后关于 T Tρ 的定义。）假设对每个 Tρ ∈ Tρ，TTρ 中的管都满足断言 D(σ, ω) 的假
设；称这一点为简化假设 B。定义 µfine 为通过

⋃
TTρ T Tρ 中一个典型点的 TTρ 中管的数量（不妨

假设该数对 Tρ 中每根 ρ-管均相同）。对每个管族 TTρ 应用断言 D(σ, ω)，并结合定义 1.5 之后的讨
论，得到

µfine ⪅
(δ
ρ

)σ−ω
(#T[Tρ])

σ ≤
(δ
ρ

)σ−ω(
δν

ρ2

δ2

)σ
= δνσ

(ρ
δ

)σ+ω
, (1.9)

其中第二个不等式使用了假设 #T[Tρ] ≤ δν(ρ/δ)2。
不等式 (1.9)控制共同位于一根 ρ-管内部的 δ-管的典型相交重数。再定义 µcoarse 如下：对

⋃
T T

中一个典型点 x，约有 µcoarse 根不同的 ρ-管 Tρ ∈ Tρ 满足 x ∈
⋃

T[Tρ]
T。按此定义，有

µ ∼ µfineµcoarse. (1.10)

以往研究通常考虑 (1.10) 的较弱形式 µ ≲ µfineµTρ，其中 µTρ 是通过 ∪TρTρ 中一个典型点的
Tρ 中管的数量。采用更精确的估计 (1.10) 是本文证明的一个关键新要素。

由 (1.9) 可见，只要证明
µcoarse ⪅ ρ−σ−ω. (1.11)

便能得到目标重数界 (1.6)。
一个朴素想法是利用 µcoarse ≤ µTρ，再以断言 E(σ, ω) 控制后者。然而，这并不能推出 (1.11)，

因为在本证明概览所考虑的情形中，Tρ 的基数显著大于 ρ−2。

粗尺度估计，步骤 1：颗粒分解。
固定一根管 Tρ ∈ Tρ。利用 Guth 在 [9] 中颗粒分解的一个变体，可以假设 TTρ 中的 δ/ρ-管排列
成“颗粒”，即尺寸为 δ/ρ × c × c 的长方棱柱，其中 c ≥ ρ

δ (#T[Tρ])
−1（关于 #T[Tρ] 的假设保证

c >> δ/ρ）。全文约定：提及尺寸为 a× b× c 的长方棱柱时，总有 a ≤ b ≤ c。
于是 ETρ =

⋃
TTρ T Tρ 可以由一族基本互不相交的 δ/ρ× c× c 长方棱柱覆盖，并且每个这样的

棱柱 G 与 ETρ 的交都很大，即 |G ∩ ETρ | ⪆ |G|；见图 2 左图。
撤销上述与 Tρ 对应的各向异性重标度后，

⋃
T[Tρ]

T 可由一族基本互不相交的 δ × ρc × c 长方
棱柱覆盖；见图 2 右图。对每个 Tρ ∈ Tρ 都有同样结论。记 P 为所有 ρ-管中产生的全部 δ× ρc× c

棱柱。要控制 µcoarse，只需控制 P 中棱柱的典型相交重数。

粗尺度估计，步骤 2：颗粒的相交重数。
P 中每个 δ× ρc× c 棱柱都有一个关联切平面，其定义精度为 δ/(ρc)。假设 P 中棱柱以“切向”方
式相交，即任意相交的 P, P ′ ∈ P，其对应切平面在 δ/(ρc) 精度内一致。称这一点为简化假设 C。
于是对每个点 x，所有包含 x 的 P 中棱柱都包含在同一个尺寸约为 δ/ρ × c × c 的棱柱内。因此，
可以把 P 分成若干子族 P =

⋃
Pi，使得若两根棱柱相交，则它们属于同一子族，并且每个 Pi 中

的 δ × ρc× c 棱柱都包含在一个共同的、尺寸约为 δ/ρ× c× c 的棱柱 □i 中；见图 3 左图。
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图 2: 左：管族 TTρ 与颗粒 {G}。为使图形清楚，只画出与黑色管相交的颗粒和管，而且其中大多
数仍被省略；通过红色颗粒的红色管填充该颗粒的相当大部分，其他颗粒同理。对 TTρ 中每根管，
情形均类似。
右：撤销与 Tρ 对应的各向异性重标度后，图 2 左图的像。每个颗粒的尺寸由 δ/ρ × c × c 变为
δ × ρc× c。

固定上述 P 分割中的一个子族 P ′，令 □ 为与之关联的 δ/ρ × c × c 棱柱。把 □ 各向异性地
重标度为单位立方体后，每个 P ∈ P ′ 的像都是尺寸约为 ρ × ρ × 1 的棱柱（见图 3 右图）。由于
ρ× ρ× 1 棱柱可与 ρ-管比较，我们略微滥用记号，把这一棱柱族视为一族 ρ-管，记为 T̃。于是估
计 µcoarse 的任务化为估计 T̃ 中管的典型相交重数。
先验上，我们对 T̃ 的结构一无所知。本文的一个关键新思想，是使用一个结构定理找出一族凸

集 W，使W 以误差 ⪅ 1满足 Katz–Tao凸Wolff公理的适当类似形式，并且对每个 W ∈ W，集合

T̃[W ] = {T̃ ∈ T̃ : T̃ ⊂ W}

满足以下关键性质：

1. 基数估计 #T̃[W ] ≈ CKT -CW (T̃) · |W |/|T̃ |（这里 |T̃ | ∼ ρ2 表示 T̃ 中一根管的体积）。

2. 对任意凸集 U ⊂ W，有 #T̃[U ] ⪅ |U |
|W |#T̃[W ]。

图 5 给出这一过程的示意，命题 4.6 给出精确陈述。
看一个特殊情形，以说明这两个性质的含义。暂设 W 是某个 ρ < τ < 1 的 τ -管，则性质 1 表

示：把 W 重标度为单位立方体后，T̃[W ] 变为一族基数 ⪆ CKT -CW (T̃)(τ/ρ)2 的 ρ/τ -管。性质 2 是
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图 3: 左：P 的分割中两组 δ× ρc× c 棱柱（分别为蓝色和红色），以及包含它们的 δ/ρ× c× c 棱柱
□ 与 □。
右：把蓝色的 δ/ρ× c× c 棱柱 □ 各向异性地重标度为单位立方体后，其中每个蓝色 δ × ρc× c 棱
柱都变为一个 ρ× ρ× 1 棱柱（可与 ρ-管比较）。

[26]首次引入的一种非集中条件；满足该条件的管族称为满足 Frostman凸Wolff公理。例如，若在
每个彼此 ρ/τ -分离的方向上约有 CKT -CW (T̃)根平行的 ρ/τ -管，则性质 1与 2均成立。Wolff在 [29]
中曾研究这类管排列；对满足这些性质的管并集所作的体积估计称为 X射线估计。断言 E(σ, ω)，特
别是 E(1/2, 0)，推广了 Wolff 在 [29] 中的 X 射线估计。因此，当 CKT -CW (T̃) 显著大于 1 时，应期
待 ⋃

T̃[W ] T̃ 具有很大体积。详见下文情形 2。
下面将论证分为三种情形。

情形 1：CKT -CW (T̃) ⪅ 1。此时 W 只含一个与单位球可比较的凸集。为简化本证明概览，假设 T̃ 以
误差 ⪅ 1 满足 Frostman 薄板 Wolff 公理，于是 T̃ 满足断言 D(σ, ω) 的假设；这一简化可由若干这
里不展开的重标度论证证明。特别地，这意味着 #T̃ ⪅ ρ−2，从而应用断言 D(σ, ω) 得到所需估计

µcoarse ⪅ ρσ−ω(#T̃)σ ⪅ ρ−σ−ω.

情形 2：CKT -CW (T̃) ≫ 1，且每个 W ∈ W 的厚度 t ≫ δ。为处理这一情形，先考虑如下类比。设 T
是基数为 mδ−2 的 δ-管族，其中 m ≫ 1；再假设 T 以误差 m 满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理，并以
误差 ∼ 1 满足 Frostman 薄板 Wolff 公理。则断言 E(σ, ω) 说明 ⋃

T T 的体积 ⪆ mσ/2δσ+ω，显著大
于 δσ+ω。对管族 T̃[W ] 作同样论证，可知对每个 W ∈ W，并集 ⋃

T̃[W ] T̃ 具有很大体积。撤销上一
步中描述并在图 3 中示意的重标度，得到尺度 δ << τ << δ/ρ ≥（这里 τ 取决于 t 以及 W 相对 □
的方向），使得对 ⋃

T T 中一个典型点 x，球 Bτ = B(x, τ) 与 ⋃
T T 的交很大，即∣∣∣Bτ

⋂( ⋃
T∈T

T
)∣∣∣ ⪆ CKT -CW (T̃)σ/2(δ/τ)σ+ω|Bτ |. (1.12)
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当 CKT -CW (T̃) ≥ δ−2α/σ 时，这正是 (1.7)；这也就是这里所说的 CKT -CW (T) ≫ 1 的定量含义。
再取一族本质不同的 τ -管 Tτ 覆盖 T，并假设每根 Tτ ∈ Tτ 包含约 (#T)/(#Tτ ) 根 T 中的管。

容易算得 CF -SW (Tτ ) ⪅ 1（事实上这是从 T 继承的），并且 CKT -CW (Tτ ) ≈ (#Tτ )|Tτ |；后一数量至
少为 1，因为 CKT -CW (T) ⪅ 1，所以覆盖 T 至少需要 |Tτ |−1 根本质不同的 τ -管。对 Tτ 应用估计
E(σ, ω)，得到 ∣∣∣ ⋃

Tτ∈Tτ

Tτ

∣∣∣ ⪆ τω
(
(#Tτ )|Tτ |2

)σ/2
⪆ τω+σ.

最后一个不等式使用了 #Tτ ⪆ |Tτ |−1，该估计由 CKT -CW (T) ⪅ 1 与 #T ∼ δ−2 推出。把这一尺度
τ 的估计与半径 τ 球内的估计 (1.12) 配合，得到 (1.5)：∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ⪆ ∣∣∣ ⋃
Tτ∈Tτ

Tτ

∣∣∣ · CKT -CW (T̃)σ/2
(
δ

τ

)σ+ω

⪆ δω+σCKT -CW (T̃)σ/2.

情形 3：CKT -CW (T̃) ≫ 1，且每个 W ∈ W 的厚度 ≈ δ。此时可用更大的棱柱替换 P 中的颗粒——
这些较大的棱柱就是来自 W 的重标度凸集。该过程可能改变 ρ，也改变颗粒的尺寸。以新的 ρ 和
更大的颗粒重复上述论证。如果每次迭代都落入情形 3，颗粒会越来越宽。暂设经过足够多次迭代
后，ρ 与 c 的大小都 ≈ 1，则 ⋃

T T 被组织成若干 δ × 1× 1 薄板的并。此时，一个与 Córdoba 在
平面中证明挂谷极大函数猜想相似的直接几何论证给出 ∣∣⋃

T T
∣∣ ≈ 1。若 c ≪ 1，则另一种 Córdoba

型几何论证结合 µ ≫ 1 的假设（若该假设不成立，我们已经完成证明）可增大 c，然后继续迭代。

简化假设的说明。
下面简要说明简化假设 A–C。首先，若简化假设 A 不成立，则可直接利用黏性挂谷定理证明 (1.5)；
详见第 10 节。一般而言，简化假设 B 未必成立；但若它不成立，则或者可以直接证明 (1.5)，或者
可以在 δ 与 ρ 之间找到一个使该假设成立的中间尺度。这样会给论证增加若干步骤和技术复杂性，
但不会从根本上改变证明的思想。
若简化假设 C 不成立，则可以使用一个直接的 Córdoba 型几何论证证明：对一个典型棱柱

P0 ∈ P，所有与 P0 相交的 P ∈ P 的并几乎填满 P0 的某个加厚邻域。这又意味着，对一个典型管
T0 ∈ T，并集 ⋃

T T 几乎填满 T0 的某个加厚邻域。随后可按上述情形 2 的方式论证，得到 (1.6)。
下表汇总第 1.5 节论证中出现的一些几何对象。
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对象 基数 尺寸 包围盒 并集大
小

目标并集
大小 重数 目标重数

T δ−2 δ × δ × 1 1× 1× 1 ⪆ δσ+ω ⪆ δσ+ω−α ⪅ δ−σ−ω ⪅ δ−σ−ω+α

T[Tρ] δν(δ/ρ)−2 δ × δ × 1 ρ× ρ× 1 ⪅ δνσ
(
δ
ρ

)−σ−ω

P δ × cρ× c
δ
ρ×c×c

（切向情形）
µcoarse ⪅ ρ−σ−ω

T̃ ρ× ρ× 1 1× 1× 1 µcoarse ⪅ ρ−σ−ω

1.6 管倍增与 Keleti 线段延拓猜想

本节讨论定理 1.9 的进一步推论。首先介绍管倍增猜想（例如见 [10, Conjecture 15.19]）。以下
若 T 是 Rn 中的一根 δ-管，则 T̃ 表示 T 的 2 倍膨胀。Besicovitch 构造了 R2 中一族约 δ−1 根管
组成的 T，满足 ∣∣∣ ⋃

T∈T
T̃
∣∣∣ ≳ log(1/δ)

log log(1/δ)

∣∣∣ ⋃
T∈T

T
∣∣∣. (1.13)

Fefferman 在 [8] 中改造了这一构造，用以证明当 p ̸= 2 时球乘子在 Lp 上无界。
管倍增猜想断言，除去次多项式因子，不等式 (1.13) 已经是最优的。一种表述如下。

猜想 1.11. 设 n ≥ 2 且 ε > 0。则当 δ > 0 充分小时，下述结论成立。设 T 为 Rn 中的一族 δ-管。
则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
T̃
∣∣∣ ≤ δ−ε

∣∣∣ ⋃
T∈T

T
∣∣∣. (1.14)

猜想 1.11 在二维中已知成立，而在三维及更高维中仍未解决。作为定理 1.9 的推论，我们解决
R3 中的猜想 1.11。

定理 1.12. 管倍增猜想在 R3 中成立。

第 12 节将讨论定理 1.12 的证明。管倍增猜想与 Keleti 的线段延拓猜想 [22] 密切相关。在下
面的陈述中，若 ℓ 是一条线段（按定义，线段具有正长度），则 ℓ̃ 表示包含 ℓ 的整条直线。

猜想 1.13. 设 L 为 Rn 中的一族线段。则

dim
( ⋃

ℓ∈L
ℓ̃
)
= dim

( ⋃
ℓ∈L

ℓ
)
.

Keleti 与 Máthé 在 [23] 中证明，Rn 中的挂谷集猜想蕴含 Rn 中的猜想 1.13。因此，定理 1.1
有下述推论。

定理 1.14. 猜想 1.13 在 R3 中成立。
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2 证明梗概

本节旨在简要说明命题 1.6 与 1.7 证明中的主要步骤。为了使这一证明梗概更易读，我们将略
去许多技术细节，并作若干“善意的简化”。例如，我们会暂且把每个着色 Y (T ) ⊂ T 都视为平凡着
色 Y (T ) = T；同时也假定每个点 x ∈

⋃
T∈T T 总是包含在 T 中相同数量的管内，对其他管族、长

方棱柱族等也作类似假设。与第 1.5 节一样，我们忽略 δε 或 δ−ε 型因子，并非正式地写 A ⪅ B 表
示 A ≤ Cδ−εB，其中常数 C 与 δ 无关，而小参数 ε > 0 在本梗概中不再追踪（第 3 节将严格定义
关系 ⪅，后续正式证明都使用该定义）。实际证明中存在大量参数（ε 只是其中之一），准确处理这
些参数之间的相互依赖是本文的主要技术难点之一；这一问题在证明梗概中完全略去。
最后，为方便说明，本节会引入若干后文定义和定理的“非正式版本”。这些版本有意保持不精

确，有时甚至并非字面意义上正确；后文会由严格的正式陈述取代。带着这些约定，下面开始证明
梗概。

2.1 命题 1.6：断言 D 与 E 等价

首先证明命题 1.6。为此，我们将迭代使用下述引理：

引理 6.4（非正式版本）. 设 0 < ω < ω′，并假设 D(σ, ω) 与 E(σ, ω′) 均成立。则 E(σ, ω′ − α) 成
立，其中 α > 0 只依赖于 ω 与 ω′ − ω。

为证明命题 1.6，固定 ω 和 σ，并假设 D(σ, ω)成立。由于 ⋃
T T 的体积至少等于一根管的体积，

所以 E(σ, 2) 显然成立。随后多次迭代引理 6.4，可得对每个 ε > 0，E(σ, ω + ε) 成立，从而 E(σ, ω)
成立。
引理 6.4 的思想如下。给定一族 δ-管 T，目标是证明∣∣∣ ⋃

T∈T
T
∣∣∣ ⪆ δω

′−αm−1(#T)|T |
(
m−3/2ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
, (2.1)

其中 m = CKT -CW (T)，ℓ = CF -SW (T)。为简化讨论，我们暂且假定任意管族总满足 CF -SW (T) ⪅ 1；
去掉这一假设会引入若干额外困难，这里不展开。
若 CKT -CW (T) ⪅ 1，则 T满足 D(σ, ω)的假设，直接应用 D(σ, ω)即得 (2.1)。下面设 CKT -CW (T) =

m >> 1。这意味着存在一个凸集 W，其中至少包含 m|W |δ−2 根 T 中的管。由于 W 至少包含一根
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单位长的管，它的直径必定 ≥ 1；又因 T 中各管都位于单位球内，不妨假设 diamW ∼ 1。因此，可
把 W 视为一个尺寸为 a× b× 1 的长方棱柱，其中 δ ≤ a ≤ b ≤ 1。最有意思的情形是 a 与 b 同数
量级，也就是说，W 可与某根 ρ-管比较，其中 δ ≤ ρ ≤ 1。

受上述讨论启发，考虑以下情形：CKT -CW (T) = m >> 1；存在尺度 δ << ρ << 1；并且存在一
族 ρ-管 Tρ，其中每根管约包含 m(ρ/δ)2 根 T 中的管。容易验证 CKT -CW (Tρ) = O(1)：若某凸集 W

含有 N 根 Tρ 中的管，则它约含有 Nm(ρ/δ)2 根 T 中的管；另一方面，W 中至多可容纳 m|W |/δ2

根 T 中的管，见图 4。注意，这一情形在某种意义上与第 1.1 节及图 1 右图中的困难情形恰好相反：
那里有很多（远多于 ρ−2）根 ρ-管，而每根 ρ-管内只含很少（远少于 (ρ/δ)2）根 δ-管。
上面已经说明 Tρ 满足 D(σ, ω) 的假设，因此∣∣∣ ⋃

Tρ∈Tρ

Tρ

∣∣∣ ⪆ ρω(#Tρ)|Tρ|
(
(#Tρ)|Tρ|1/2

)−σ
. (2.2)

（这里 |Tρ| ∼ ρ2 表示一根 ρ-管的体积。）另一方面，对每个 Tρ ∈ Tρ，Tρ 内经重标度后的 δ-管以约
为 m 的误差满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理，即 CKT -CW (TTρ) ≲ m = CKT -CW (T)。

图 4: Tρ（黑色）与 T（蓝色）。为使图形清楚，只画出了两根 ρ-管内部的 T 中的管。注意，ρ-管相
对稀疏，而 T[Tρ] 中的管却密集排列。该情形与图 1 左图类似，不同之处在于每根 ρ-管内部经重标
度后的 δ-管非常稠密，因此 CKT -CW (TTρ) 很大。

对断言 E(σ, ω′) 应用估计 (1.3)，得到∣∣∣ ⋃
TTρ∈TTρ

T Tρ

∣∣∣ ⪆ (δ
ρ

)ω′

m−1(#T[Tρ])|T Tρ |
(
m−3/2(#T[Tρ])|T Tρ |1/2

)−σ
. (2.3)

不等式 (2.2) 表明，覆盖 ⋃
T T 大约需要 ρ−3+ω(#Tρ)|Tρ|

(
(#T)ρ|Tρ|1/2

)−σ 个不同的 ρ-球；而
(2.3)右侧给出了⋃

T T 在这一球族中一个典型 ρ-球内的密度下界。将两者结合，并注意 (#Tρ)(#T[Tρ]) =

#T 以及 |Tρ||T Tρ | = |T |，得到∣∣∣ ⋃
T∈T

T
∣∣∣ ⪆ ρω−ω′

δω
′
m−1(#T)|T |

(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
. (2.4)
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若存在与 0 有正距离的 ζ > 0 使 ρ < δζ，则 (2.4) 恰好给出 (2.1)，其中 α = ζ(ω′ − ω)。
至此，引理 6.4 以及命题 1.6 的证明基本完成；唯一例外是，我们在论证中假定存在一族满足

下列性质的 ρ-管：

(a) CKT -CW (Tρ) = O(1)；

(b) 每根 ρ-管 Tρ 含有约 m|Tρ|/|T | 根 T 中的管，其中 m = CKT -CW (T)；

(c) Tρ 中的集合确实是管，即尺寸为 ρ× ρ× 1；

(d) ρ << 1，即 ρ = δζ，其中某个 ζ > 0 与 0 有正距离。

遗憾的是，对任意给定的 δ-管族 T，并不总能找到满足上述性质的 ρ-管族。比如，设 T 是基数
为 δ−5/2 的 δ-管排列，令 s = δ5/8，并让单位球 B(0, 1) ⊂ R3 中约 s−4 根本质不同的 s-管各自包含
T 中的一根 δ-管。这类例子称为良好间隔情形（well-spaced case）。对此类 T，不存在满足 (a)–(d)
的尺度 ρ。不过，这一排列满足略有不同的结论：存在尺度 δ ≤ τ ≤ ρ，以及 τ -管族 Tτ 与 ρ-管族
Tρ，使得

(i) T 的基数约为 m|T |−1，其中 m = CKT -CW (T)；

(ii) CKT -CW (Tρ) ≲ (#Tρ)|Tρ|；

(iii) 对每根 ρ-管 Tρ，有 CKT -CW (TTρ
τ ) = O(1)，且 #TTρ

τ ∼ |T Tρ
τ |−1 = (ρ/τ)2；

(iv) 对每根 τ -管 Tτ，有 CKT -CW (TTτ ) ≲ (#T[Tτ ])|T Tτ |；

(v) τ << ρ，即 τ = δζρ，其中某个 ζ > 0 与 0 有正距离。

对上述良好间隔例子，有 m = δ−1/2、τ = δ、ρ = δ1/4、Tτ = T，而 Tρ 是一族极大的、包含 ρ−4

根本质不同 ρ-管的集合。
上述论证可以适应该情形。由 (ii)，ρ-管满足断言 E(σ, ω) 的假设，因此∣∣∣ ⋃

Tρ∈Tρ

Tρ

∣∣∣ ⪆ ρω
′
(#Tρ)

σ/2|Tρ|σ. (2.5)

注意，(2.5) 右侧正是断言 E(σ, ω′) 中估计 (1.3) 的形式（忽略乘法常数 κ），此时 m = (#Tρ)|Tρ|
且 ℓ = O(1)。
由 (iii)，每根 ρ-管内部的 τ -管满足断言 D(σ, ω) 的假设，因此对每根 Tρ 有∣∣∣ ⋃

T
Tρ
τ ∈TTρ

τ

T
Tρ
τ

∣∣∣ ⪆ (τ
ρ

)ω
|T Tρ

τ |σ/2. (2.6)

其右侧正是断言 D(σ, ω) 中估计 (1.2) 的形式，此时 #TTρ
τ = |T Tρ

τ |−1。
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最后，由 (iv)，每根 τ -管内部的 δ-管满足断言 E(σ, ω′) 的假设，因此对每根 Tτ 有∣∣∣ ⋃
TTτ∈TTτ

T Tτ

∣∣∣ ⪆ ( δ
τ

)ω′

(#T[Tτ ])
σ/2|T Tτ |σ. (2.7)

若 τ -管在 ρ-管之间均匀分布，且 δ-管在 τ -管之间也均匀分布，则可假设对每根 Tτ 和每根 Tρ，有
(#TTτ )(#TTρ

τ )(#Tρ) = #T。于是合并 (2.5)、(2.6) 与 (2.7)，得到 (2.4) 的类似式：∣∣∣ ⋃
T∈T

T
∣∣∣ ⪆ (τ

ρ

)ω−ω′

δω
′
(#T)σ/2|T |σ

=
(τ
ρ

)ω−ω′

δω
′
m−1(#T)|T |

(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
,

(2.8)

其中第二个等号使用了 (i)。由 (v)，τ/ρ < δζ，从而得到目标估计 (2.1)，其中 α = ζ(ω′ − ω)。
为证明引理 6.4（进而证明命题 1.6），我们证明任意 δ-管排列至少满足下列一种情形：

(A) 存在满足上述 (a)–(d) 的 ρ-管族；

(B) 存在满足上述 (i)–(v) 的 τ -管族与 ρ-管族；

(C) T 中的管可以高效地装入尺寸为 s× t× 1、且 s << t 的长方棱柱中；

(D) T 中的管在每个尺度都满足 Frostman 凸 Wolff 公理（见定义 6.1）。

为建立上述多歧性结论，第 4 节发展一套关于 Rn 中凸集族“因子分解”的一般理论。给定一
族 δ-管 T，该理论可找出一族凸集 W，使得以 W 代替 Tρ 后，满足上述 (a)、(b) 的类似条件。若
这些凸集的尺寸为 s× t× 1 且 s << t，则得到情形 (C)；若 s ∼ t，则 W 中的凸集几乎就是管。我
们在若干精心选择的尺度上反复应用此类论证，从而证明 (A)–(D) 至少有一种成立。
到目前为止的论证已经证明，当 (A) 或 (B) 成立时，目标不等式 (2.1) 成立。第 5 节将通过仔

细的重标度论证证明情形 (C) 下该不等式也成立。最后，情形 (D) 恰好允许直接应用黏性挂谷定
理（按 [26] 的推广形式），从而立即得到 T 满足 (2.1)。
至此，命题 1.6 的证明梗概结束。下面转向命题 1.7。

2.2 双尺度颗粒分解

在第 7节和第 8节中，我们研究这样一类 δ-管排列的结构：它们使断言 D(σ, ω)中的估计 (1.2)
几乎取等，即既满足断言 D(σ, ω) 的假设，又满足∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ⪅ δω(#T)|T |
(
(#T)|T |1/2

)−σ
.

暂且假定这样的 T 确实存在；在第 2 节末尾将得到矛盾。经过仔细处理，即使把 δω 换成 δω−ν，其
中 ν > 0 很小，这一矛盾仍然成立。
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Guth在 [9]中证明，在温和的“宽广性”假设下，R3 中任意 δ-管并集 ⋃
T T 都可以写成尺寸为

δ × c× c 的长方棱柱的不交并，其中 c ≥ ((#T)|T |1/2)−1；见图 2 左图。当 #T 显著小于 |T |−1 时，
这个 c 的下界很有意义（回顾 |T | 的数量级约为 δ2）。在另一极端，如果 #T 的大小约为 |T |−1/2

（在上述宽广性假设下，这是 T 所允许的最小基数），则颗粒的尺寸约为 δ × 1× 1。值得指出的是，
Guth 的方法还给出更强的下界 c ≥ µ((#T)|T |1/2)−1，其中 µ 是通过典型点的 T 中管的数量，但
本文不需要这一更强形式。
首先证明存在尺度 δ << ρ << 1和一族 ρ-管 Tρ，使 Tρ 以及所有重标度管族 TTρ（见 (1.8)）都满

足断言 D(σ, ω)的假设。此外，每个重标度管族 TTρ 都满足应用 Guth结果某个变体所需的宽广性假
设。因此，⋃T[Tρ]

T Tρ 可写成尺寸为 δ/ρ×c×c的长方棱柱的不交并，其中 c ≥ ((#T[Tρ])|T Tρ |1/2)−1。
注意，随着 #T[Tρ] 变小，颗粒会变大；这一数值关系在后文中十分重要。撤销重标度后，

⋃
T[Tρ]

T

被分割为彼此不交的 δ × ρc× c 长方棱柱；称这些棱柱为颗粒（见图 2 右图），并把这族颗粒记为
GTρ。令 G =

⋃
Tρ

GTρ。下文称 G 为 T 的“双尺度 Guth 颗粒分解”。
回顾第 1.5 节的证明概览中曾采用简化假设 D。下面说明证明该假设所需的技术步骤。第 7 节

的主要目标是定义三个“操作”（Moves），下文先作简要介绍。完成这些操作后，将得到新的尺度
ρ，满足 δ << ρ << 1；一族覆盖 T 的新 ρ-管 Tρ；以及一族新的颗粒 G，满足：

(i) 每个颗粒的尺寸为 δ × ρc× c，且 c ≥ ((#T[Tρ])|T Tρ |1/2)−1；

(ii) 每个颗粒 G ∈ G 唯一地对应一根 Tρ ∈ Tρ，且 G ⊂ Tρ；在误差 ρ 的意义下，G 与 Tρ 指向同
一方向；

(iii) 对应同一根 ρ-管的不同颗粒彼此不交；

(iv) 对每根 ρ-管 Tρ，有
⊔
G =

⋃
T∈T[Tρ]

T，其中左侧不交并遍历所有与 Tρ 对应的颗粒；

(v) 对应不同 ρ-管的颗粒可以相交，但相交必须是切向的，即相交颗粒的切平面在误差 δ/(ρc) 内
一致。

性质 (v) 意味着可以用尺寸为 δ
ρ × c× c 的盒覆盖 R3，使每个颗粒包含在 O(1) 个盒中，而两颗粒

只有在包含于同一盒时才可能相交。把一个盒重标度为单位立方体后，盒内颗粒变成 ρ × ρ × 1 的
长方棱柱，即 ρ-管（见图 2）。引入如下记号：若 □ 是一个 δ

ρ × c× c 盒，则 G□ 表示把 □ 内 G 中
的颗粒重标度后得到的 ρ-管族。于是还有最后一个性质：

(vi) 对每个盒 □，G□ 中的 ρ-管满足 E(σ, ω) 的假设，且 CKT -CW (G□) ⪅ 1。

下面说明如何通过三个操作得到满足 (i)–(vi) 的尺度 ρ、管族 Tρ 和颗粒族 G。起初令 G 为上
面定义的双尺度 Guth 颗粒分解。此时 (i)–(iv) 成立，并且 (ii)–(iv) 在整个过程中始终保持。
如果在过程中的任何时刻 (v) 不成立，则用反证法处理。借助一个与 Córdoba 在平面中证明

挂谷极大函数猜想相似的 L2 论证，可以证明存在尺度 δ̃ >> δ，使典型颗粒 G 的“发刷”（即所有
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满足 G′ ∩G ̸= ∅ 的 G′ ∈ G 的并）几乎填满 G 的 δ̃-邻域。暂且假装发刷完全填满该邻域。则对每
根 δ-管 T ∈ T，对应的 δ̃-管 T̃ = Nδ̃(T ) 满足 T̃ ⊂

⋃
T ′∈T T

′。因此，可用一族更粗的 δ̃-管 T̃ 替换
原来的 δ-管族，而且 ⋃

T T =
⋃

T̃ T̃。新的粗管族以有利的 CKT -CW (T̃)、CF -SW (T̃) 参数满足 E(σ, ω)
的假设，从而可以对 T̃ 应用 E(σ, ω)，得到一个优于断言 D(σ, ω) 所给估计的 |

⋃
T T | 下界。这与 T

使 D(σ, ω) 的体积估计取等的假设矛盾。
下面介绍上述三个操作。为了叙述方便，我们按照与第 8 节中定义顺序相反的次序介绍。
操作 #3 处理性质 (vi) 失效的情形（回顾 D(σ, ω) 对 T 几乎取等）。通过一个 L2 论证，证明

每个颗粒 G ∈ G 的发刷几乎填满一个更宽的颗粒 G̃ ⊃ G；这些更宽的颗粒保持相同“长度”c，但
ρ 显著增大。图 14 给出该步骤的示意。
应用操作 #3 后，ρ 可能变得过大，以至于 ρ << 1 不再成立。操作 #2 处理这一问题。它利用

一个 L2 论证找出一族新颗粒，使其新长度 c 显著增大，并同时得到新的 ρ，满足 δ << ρ << 1。图
10 给出该步骤的示意。
最后，每当 ρ 改变，数量 ((#T[Tρ])|T Tρ |1/2)−1 也随之改变。因此，执行操作 #2 或 #3 后，可

能出现 ((#T[Tρ])|T Tρ |1/2)−1 远大于 c 的情形，从而性质 (i) 失效。操作 #1 用于处理这一情形：丢
弃当前 G，改用前述 T 的双尺度 Guth 颗粒分解（操作 #2 与 #3 都保留调用该分解所需的宽广性
条件）。这样得到的新颗粒分解具有相同的 ρ，而长度 c 显著增大。

三个操作都可以保证 G 满足上述 (i)–(vi) 中的若干性质，但执行其中某个操作也可能破坏其他
性质。不过，每个操作要么显著增大颗粒长度 c，要么保持长度不变而显著增大 ρ。由于 c 与 ρ都以
1为上界，经过有界次数后，操作 #1、#2、#3的迭代必定停止。最终得到的颗粒分解满足 (i)–(vi)。

2.3 精细尺度归纳

第 9 节使用第 7 节的双尺度颗粒分解，在两个不同尺度上应用断言 E(σ, ω)：一次应用于每根
ρ-管内部经重标度后的 δ-管，另一次应用于每个盒 □内由重标度颗粒产生的 ρ-管，即每个排列 G□。
这是命题 1.7证明中的关键步骤；此前整个证明结构都经过精心安排，以便能够对 G□ 应用 E(σ, ω)。

论证如下。设 T 是一族使断言 D(σ, ω) 中估计取等的 δ-管，并令 Tρ 与 G 为上一节所述的颗
粒分解。作一个小的简化，假设存在数 µ，使每个点 x ∈

⋃
T T 都包含在约 µ 根 T 中的管内。于是

|
⋃

T T | ∼ µ−1(#T)|T |，目标是给出 µ 的上界。再假设存在 µfine，使对每根 Tρ，每个 x ∈
⋃

T[Tρ]
T

都包含在约 µfine 根 T[Tρ] 中的管内。最后，假设存在 µcoarse，使每个点 x ∈
⋃

T T =
⋃

G∈G G 都包
含在约 µcoarse 个 G 中的颗粒内。由第 2.2节的 (ii)、(iv)，有 µ ≲ µfineµcoarse，因此只需估计后两者。

由于每个重标度管族 TTρ 都满足断言 D(σ, ω) 的假设，有

µfine ⪅ (δ/ρ)−ω
(

#T[Tρ]|T Tρ |1/2
)σ

, (2.9)

其中 #T[Tρ] 的大小约为 (#T)/(#Tρ)，且 |T Tρ | = |T |/|Tρ|。
下面估计 µcoarse。对每个 ρ-管族 G□ 应用 E(σ, ω)。（必须使用 E(σ, ω) 而不是 D(σ, ω)，因为
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CF -SW (G□) 可能很大，这需要另行处理；这里略去该技术问题。）得到

µcoarse ⪅ ρ−ω
(
(#G□)|Tρ|1/2

)σ ⪅ ρ−ω|Tρ|−σ/2. (2.10)

第二个不等式来自 CKT -CW (G□) ⪅ 1，从而 #G□ ⪅ |Tρ|−1。合并 (2.9) 与 (2.10) 得

µ ⪅
[
δ−ω

(
(#T)|T |1/2

)σ][|Tρ|(#Tρ)
]−σ

. (2.11)

第一个方括号中的量正是直接对 T 应用断言 D(σ, ω) 所得到的估计。因此，当且仅当 #Tρ >>

|Tρ|−1时，(2.11)才给出真正更强的估计。由于假设 T使D(σ, ω)的估计取等，因此必有#Tρ ⪅ |Tρ|−1。
上述论证为了突出主要思想而进行了简化。实际上需要证明一个略强的结论：不是只得到

#Tρ ⪅ |Tρ|−1，而是要证明 CKT -CW (Tρ) ⪅ 1。这一更困难的估计如下获得。反设 CKT -CW (Tρ) >> 1，
则可以找到凸集 W，使 Tρ[W ] 的基数远大于 |W |/|Tρ|（实际上能找到许多这样的 W，见命题 4.6）。
上面的论证对应于 W 与单位球可比较的特殊情形。一般情形会引入技术困难，但借助第 4 节和第
5 节为证明命题 1.6 已经建立的方法（见第 2.1 节末尾的讨论），不需要新的核心思想。

2.4 多尺度结构、Nikishin–Stein–Pisier 因子分解与黏性挂谷

总结前面的结论：若 T 是一族使 D(σ, ω) 估计取等的 δ-管，则存在尺度 δ << ρ << 1 和一族
ρ-管 Tρ，满足 CKT -CW (Tρ) ⪅ 1；并且 Tρ 以及每个重标度管族 T[Tρ] 都满足断言 D(σ, ω) 的假设，
同时 D(σ, ω) 的估计对所有这些管排列也都取等。
因此，可以对 Tρ 以及每个重标度管族 T[Tρ] 递归应用同样的论证。经过适当删减后，得到一

列彼此接近的尺度 δ = ρN < ρN−1 < · · · < ρ0 = 1，以及覆盖 T 的管族 {Tρi}Ni=1，并且对每个 i 都
有 CKT -CW (Tρi) ⪅ 1。

我们希望应用黏性挂谷定理，推出 |
⋃

T T | 几乎和
∑

T |T | 一样大。事实上，上述情形几乎正好
符合 [26, Theorem 1.8] 中推广后的黏性挂谷定理设定：若 #T ≈ δ−2，则 T 将满足该定理全部假
设。由 CKT -CW (T) ⪅ 1 可知 #T ⪅ δ−2，但不幸的是，#T 可能远小于 δ−2。
第 10 节使用 Nikishin–Stein–Pisier 因子分解论证证明：若 #T << δ−2，则可以构造新管族 T̂，

它由约 δ−2(#T)−1 个 T 的随机平移和旋转副本的并组成。新管族 T̂ 的基数约为 δ−2。与原管族 T
一样，T̂ 具有一列覆盖 {T̂ρi}Ni=1，并满足每个 CKT -CW (T̂ρi) ⪅ 1。因此可对 T̂ 应用黏性挂谷定理，
得到 |

⋃
T∈T̂ T | ⪆ 1。由于 ⋃

T T 的体积在平移和旋转下不变（这是 Nikishin–Stein–Pisier 因子分解
的关键），得到 ∣∣ ⋃

T∈T
T
∣∣ ⪆ (#T)|T |. (2.12)

但若 σ, ω > 0，则 (2.12) 与 T 使 D(σ, ω) 估计取等的假设矛盾。因此，当 σ, ω > 0 时，不存在
任何满足断言 D(σ, ω) 假设且使其估计取等的管族 T。该结论的定量版本正是命题 1.7。
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3 记号

在后续论证中，δ > 0 表示一个很小的正数。不同于第 1 节和第 2 节中的非正式记号，若对任
意 ε > 0 都存在 Kε > 0，使 A(δ) ≤ Kεδ

−εB(δ)，则记 A(δ) ⪅δ B(δ)。若上下文已经明确 δ 的作用，
通常简写为 A ⪅ B。例如，若 K 是与 δ 无关的常数，则 log(1/δ)K ⪅ 1；同样，e

√
log 1/δ ⪅ 1。

在本文某些章节中，为简化记号，会固定若干变量（例如定义 1.5 中的 σ 和 ω）。在这种情况
下，我们会明确说明哪些变量被固定，并在该节中用粗体表示这些固定变量，以及仅依赖于固定变
量的量。例如，可以定义 β = σω/100。

3.1 凸集与着色

引言中把 δ-管定义为单位线段的 δ-邻域。后续论证还会频繁使用其他类型的凸集。所谓棱柱，
是 Rn（通常为 R3）中的长方棱柱；其尺寸记为 a× b× c× . . .，约定 a ≤ b ≤ c ≤ . . .。非正式地，
若 R3 中的棱柱尺寸为 a× b× c 且 a << b，则称其“扁平”；若 b 与 c 同数量级，则称其“方形”。
此外，有时分别把 a, b, c 称为棱柱的“厚度”“宽度”和“长度”。
有时使用椭球或更一般的凸集比使用长方棱柱更方便。下面的定义推广了引言中的 (T, Y )δ。

定义 3.1. 对 0 < a ≤ b ≤ c，记 (P, Y )a×b×c 表示如下二元组：P 是 R3 中一族本质不同的凸集；对
每个 P ∈ P，P 的外 John 椭球三条轴的长度分别与 a, b, c 同数量级。Y 是 P 上的着色，即对每
个 P ∈ P，有 Y (P ) ⊂ P。
例如，可以把 (T, Y )δ 写成 (T, Y )δ×δ×1。最后，若

∑
P∈P |Y (P )| ≥ λ

∑
P∈P |P |，则称 (P, Y )a×b×c

为 λ-稠密。
定义 3.2. 若 (P, Y )a×b×c 是棱柱及其着色，且 x ∈ R3，定义

PY (x) = {P ∈ P : x ∈ Y (P )}.

类似地，若 P 是棱柱族（或更一般的凸集族）且没有着色，则定义 P(x) = {P ∈ P : x ∈ P}。
定义 3.3. 若 P ′ ⊂ P；对每个 P ∈ P ′ 有 Y ′(P ) ⊂ Y (P )；并且 ∑

P ′∈P ′ |Y ′(P ′)| ≥ t
∑

P∈P |Y (P )|，
则称 (P ′, Y ′)a×b×c 是 (P, Y )a×b×c 的一个 t-精化。实际应用中常有 t ≈δ 1，此时简称为 ≈δ 1 精化。

注意，若 (P, Y )a×b×c 是 λ-稠密的，而 (P ′, Y ′)a×b×c 是一个 t-精化，则 #P ′ ≥ λt(#P)。
定义 3.4. 若 W ⊂ R3 是凸集，其外 John 椭球 E 的尺寸为 a× b× c，则记 dir(W ) ∈ Gr(1;R3) 和
Π(W ) ∈ Gr(2;R3)，分别表示由 E 的主轴和次主轴张成的 R3 中一维和二维子空间。dir(W ) 在精
度 b/c 内具有明确意义，而 Π(W ) 在精度 a/b 内具有明确意义。例如，若 T 是一根 δ-管，则 dir(T )
在精度 δ 内具有明确意义，而 Π(T ) 只能在精度 1 内定义（也就是说，对一根 δ-管而言，Π(T ) 并
不是一个真正有信息的量）。

下面采用一种提喻式记号：若 P（或 T、W 等）是一族体积相同的凸集，则用 |P |（或 |T |、|W |
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等）表示其中任意一个凸集的体积。在实际应用中，即使 P 中集合的体积只是同数量级而不完全
相等，也会略微滥用这一记号。
定义 3.5. 设 W ⊂ Rn 为凸集。定义仿射线性变换 ϕW : Rn → Rn，把 W 的外 John 椭球映到单位
球。具体地，若 v1, . . . , vn 是 John 椭球的各条轴，其长度满足 ℓ1 ≤ . . . ≤ ℓn，则选择 ϕW，使 John
椭球第 j 条轴映到 Rn 中的 xj 轴。如果有两条或更多轴长度相同，则任意选取其顺序。
若 U ⊂ Rn，定义 UW = ϕW (U)。特别地，若 U 是 W 的凸子集，则 UW 是单位球的凸子集，

且 |UW | ∼ |U |/|W |。这与 (1.8) 中先前对 T Tρ 的定义相容。
定义 3.6. 设 U 是 Rn 中的一族凸集，W 是 Rn 中的凸集。定义

U [W ] = {U ∈ U : U ⊂ W},

以及
UW = {UW : U ∈ U [W ]}.

若 Y 是 U 上的着色，则用 Y W 表示 UW 上对应的着色，即对每个 UW ∈ UW，定义 Y W (UW ) =

ϕW (Y (U))。
注 3.7. 不要混淆 UW 与 UW。后一记号约定如下：若 U 和 W 是 Rn 中的凸集族，则 UW（W ∈ W）
表示由 W 中元素索引的一族 U 的子集。

3.2 记号表

为了便于阅读，全文采用若干固定的记号约定。例如，一些符号（如 σ、ω）始终保留相同含
义。下表汇总这些约定以供查阅。

符号 含义
δ, ρ, τ 表示尺度，通常 δ ≤ ρ ≤ τ。
a, b, c 表示尺度，通常为某个棱柱的尺寸。
θ 表示角度。
ε, η, ζ, α 表示（通常很小的）指数，例如以 δη、ρε 等形式出现。

κ,K
表示正的乘法常数，例如 |

⋃
T | ≥ κδε 或 CKT -CW (T) ≤ Kδ−η。通常 κ > 0 很

小，而 K >> 1 很大。
σ, ω σ、ω 及其变体 σ′, σ̃ 等始终表示与估计 E(σ, ω) 和 D(σ, ω) 相关的量。

σ, ω
在第 7 节和第 8 节中，会固定 σ 与 ω 的值，并在整个章节保持不变。用粗体
表示这些固定数，以及后续仅依赖于它们的量。

T, P,G, S,□
表示凸集。通常 T 是管；P,G 是尺寸为 a× b× c 的棱柱；S 是薄板；□ 是尺
寸为 a× c× c 的“盒”。分别用 T,P,G,S 表示这类对象的集合。
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T′,T1, T̃
T′ 或 T1 表示 T 的子集；类似地，T2 表示 T1 的子集等。T̃ 表示与 T 有关但
不一定是其子集的新管族（例如可由 T 中各管的 2 倍膨胀组成）。

(T′, Y ′)δ 表示 (T, Y )δ 的一个精化；(T1, Y1)δ 同理。

4 Wolff 公理与凸集因子分解

4.1 定义：Wolff 公理与覆盖

定义 4.1. 设 U ,W 是 Rn 中的凸集族。

(A) 若 ⋃
W∈W U [W ] = U，则称 W 是 U 的一个覆盖（或称 W 覆盖 U）。记为 U ≺ W。

(B) 若 W 是一个覆盖，且每个 U ∈ U 至多属于 K 个形如 U [W ] 的集合（相应地，至多属于 1
个），则称 W 是一个 K-近似分割覆盖（相应地，分割覆盖）。

(D) 若 W 是一个覆盖，并且对所有 W ∈ W，数量 |W |−1
∑

U∈U [W ] |U | 在乘法因子 K（相应地，
2）范围内彼此可比，则称 W 是一个 K-平衡覆盖（相应地，平衡覆盖）。

下述定义是定义 1.3 的一个轻微推广。

定义 1.3′. 设 U 和 W 为 Rn 中的凸集族。
(A) 定义 U 相对于 W 的 Katz–Tao Wolff 常数为所有满足下式的 C > 0 的下确界：∑

U∈U [W ]

|U | ≤ C|W | 对所有 W ∈ W . (4.1)

(B) 定义 U 相对于 W 的 Frostman Wolff 常数为所有满足下式的 C > 0 的下确界：∑
U∈U [W ]

|U | ≤ C|W |
∑
U∈U

|U | 对所有 W ∈ W . (4.2)

注 4.2.
(A)为简化记号，定义 CKT -CW (U)（相应地 CF -CW (U)）为当W 取 Rn 中全部凸集时，U 的 Katz–Tao
（相应地 Frostman）Wolff 常数。定义 CF -SW (U) 为当 W 取 Rn 中全部薄板时的 Frostman Wolff 常
数。注意，这些定义与定义 1.3 相容。

(B) 在 [27] 的意义下（见第 655 页性质 (∗) 及其前面的讨论），一族 δ-管 T 满足 Wolff 公理，是
指当 W 取所有尺寸为 10δ × ρ × · · · × ρ × 2、其中 0 < δ ≤ ρ ≤ 2 的长方棱柱时，T 的 Katz–Tao
Wolff 常数很小。
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(C)在某些论证中，需要考虑上述定义的一个变体：把 (4.1)右侧的 |W |换成 |W ∩B(0, 1)|/|B(0, 1)|，
并对 (4.2) 作同样替换。这样得到的量在定义 3.5 中的 ϕW 等仿射映射下具有自然的变换性质。

(D) 注意，即使 U 是多重集，上述定义仍然有意义。这一点将在第 10.1 节中使用。

(E) 若非空集合 U 由体积相同的凸集组成，则 CF -CW (U) ≤ C 蕴含 #U ≥ C−1|U |−1。事实上，取
W 为 U 中任一凸集，则 (4.2) 左侧等于 |U |，右侧等于 C|U |2(#U)。粗略地说，CKT -CW (U) 小意
味着 U “稀疏”，而 CF -CW (U) 小意味着 U “稠密”。

注 4.3.
(A) Frostman Wolff 常数会沿覆盖“向上继承”。更准确地说，若 U 与 W 是 Rn 中的凸集族，且
W 是 U 的一个 K-平衡覆盖，则

CF -CW (W) ≲ KCF -CW (U) 且 CF -SW (W) ≲ KCF -SW (U). (4.3)

(B) Katz–Tao Wolff 常数会沿覆盖“向下继承”。更准确地说，若 U 是 Rn 中的凸集族，W 是 Rn

中的凸集，则
CKT -CW (UW ) = CKT -CW (U [W ]) ≤ CKT -CW (U). (4.4)

(C) Frostman薄板Wolff常数相对于覆盖具有“次乘法性”。更准确地说，若 U ≺ V 是凸集W ⊂ Rn

内的凸集族，则在某些情形中，CF -SW (UW ) 可由 maxV ∈V CF -SW (UV )CF -SW (VW ) 控制。在某些特
殊情形中，Katz–Tao 凸 Wolff 常数也具有类似性质。精确陈述见第 4.4 节。

4.2 凸集的因子分解

正如注 4.3 所述，Frostman Wolff 常数沿覆盖向上继承，而 Katz–Tao Wolff 常数向下继承。下
面的定义使我们能够在多尺度分析和尺度归纳中系统利用这一事实。
定义 4.4. 设 U 与 W 是 Rn 中的凸集族，且 K > 0。

(A) 若 W 覆盖 U，且 W 以误差 K 满足 Katz–Tao（相应地 Frostman）凸 Wolff 公理，则称 W 以
误差 K 相对于 Katz–Tao（相应地 Frostman）凸 Wolff 公理从上方因子分解 U。

(B) 若 W 覆盖 U，且对每个 W ∈ W，集合 UW 以误差 K 满足 Katz–Tao（相应地 Frostman）凸
Wolff 公理，则称 W 以误差 K 相对于 Katz–Tao（相应地 Frostman）凸 Wolff 公理从下方因子分
解 U。

(C) 若把上述 (A)（相应地 (B)）中的凸 Wolff 公理换成薄板 Wolff 公理，则称 W 以误差 K 相对
于 Katz–Tao（或 Frostman）薄板 Wolff 公理从上方（相应地从下方）因子分解 U。
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图 5: 左：U 是一族聚集到若干长方棱柱中的管（红色）。右：命题 4.6 找出了这些棱柱（黑色）。
U\U ′ 中的管以叉号标出。

注 4.5. 定义 4.4 是一个更一般定义的若干特殊情形。若 U ,W,V 都是 Rn 中的凸集族，可以定义
W 相对于由 V 指定的 Katz–Tao（或 Frostman）Wolff 公理从上方（或下方）因子分解 U 的含义。
定义 4.4 的 (A)、(B) 对应 V 为 Rn 中全部凸集的特殊情形，而 (C) 对应 V 为 Rn 中全部薄板的情
形。

定义 1.3′ 的表述正是为了得到下面的结果：对 Rn 中任意凸集族 U，都存在某个 W，使其以
较小误差相对于 Frostman 凸 Wolff 公理从下方因子分解 U，同时以较小误差相对于 Katz–Tao 凸
Wolff 公理从上方因子分解 U。精确陈述如下。

命题 4.6. 设 U 为 Rn 单位球中一族有限个全等凸集，每个凸集都包含一个半径为 δ 的球。令
K = 100ne100

√
log(δ−1#U)（K 的确切形式并不重要；关键是若 #U ≤ δ−100，则 K ⪅δ 1）。

则存在一族 Rn 中全等凸集 W 以及子集 U ′ ⊂ U，满足：

i) #U ′ ≥ K−1(#U)；

ii) W 是 U ′ 的一个 K-平衡、K-近似分割覆盖，并且

#U ′[W ] ≥ K−1CKT -CW (U ′)|W ||U |−1 对每个 W ∈ W . (4.5)

iii) W 以误差 K 相对于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理从上方因子分解 U ′；

iv) W 以误差 K 相对于 Frostman 凸 Wolff 公理从下方因子分解 U ′。

命题 4.6 的证明将使用下面的“迭代图删减”引理。该引理允许我们删减一个二部图，找出一
个诱导子图，使其中每个顶点都有许多邻点。
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引理 4.7. 设 G = (A ⊔B,E) 为二部图。则存在子图 G′ = (A′ ⊔B′, E′)，使 #E′ ≥ #E/2；A′ 中
每个顶点的度数至少为 #E

4#A；B′ 中每个顶点的度数至少为 #E
4#B。

引理 4.7 可通过迭代删除邻点过少的顶点证明，例如见 [7]。

命题 4.6 的证明.
步骤 1。取 U0 ⊂ U，使下列数量达到最小：

min
U ′⊂U
U ′ ̸=∅

exp
[(

log #U
#U ′

)2]
CKT -CW (U ′). (4.6)

由于 CKT -CW (U0) ≥ 1，有

exp
[(

log #U
#U0

)2]
≤ exp

[(
log #U

#U0

)2]
CKT -CW (U0) ≤ CKT -CW (U) ≤ #U .

整理得
#U0 ≥ e−

√
log(#U)(#U). (4.7)

若 U ′ ⊂ U0 且 #U ′ ≥ 1
2(#U0)，则

exp
[(

log 2(#U)
#U0

)2]
CKT -CW (U ′) ≥ exp

[(
log #U

#U ′

)2]
CKT -CW (U ′) ≥ exp

[(
log #U

#U0

)2]
CKT -CW (U0).

整理并使用 (4.7)，得到

CKT -CW (U ′) ≥ κ0CKT -CW (U0), 其中 κ0 = e−2 log 2
√

log(#U). (4.8)

步骤 2。按如下过程选择 Rn 中闭凸集 W1,W2, . . . 与集合 U1 ⊃ U2 ⊃ · · ·。从 j = 1 开始，选择 Wj

使数量 #Uj−1[Wj ]/|Wj | 最大。1 由 CKT -CW (Uj−1) 的定义，可以选择 Wj 使

#Uj−1[Wj ] = CKT -CW (Uj−1)
|Wj |
|U |

. (4.9)

（回顾 |U | 表示 U 中一个集合的体积，且这些集合体积相同。）定义 Uj = Uj−1\Uj−1[Wj ]。持续该过
程，直到 #Uj <

1
2(#U0)。

令 W0 = {W1, . . . ,Wj−1}。则

#
( ⋃

W∈W0

U0[W ]
)
= #(U0\Uj) >

1

2
(#U0). (4.10)

此外，对每个 i = 1, . . . , j，有 #Ui−1 ≥ 1
2(#U0)，故由 (4.9) 与 (4.8)，

#Ui−1[Wi] = CKT -CW (Ui−1)
|Wi|
|U |

≥ κ0CKT -CW (U0)
|Wi|
|U |

. (4.11)

1由于 U 是有限个紧集组成的集合，这样的最大值存在；即使只在常数因子内逼近最大值，证明也同样成立。
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于是对任意 W ′ ⊂ W0，为了比较 #(
⋃

Wi∈W ′ U0[Wi]) 与
∑

Wi∈W ′ #U0[Wi]，有

κ0
CKT -CW (U0)

|U |
∑

Wi∈W ′

|Wi| ≤
∑

Wi∈W ′

#Ui−1[Wi] = #
( ⊔

Wi∈W ′

Ui−1[Wi]
)

≤ #
( ⋃

Wi∈W ′

U0[Wi]
)
≤

∑
Wi∈W ′

#U0[Wi] ≤
CKT -CW (U0)

|U |
∑

Wi∈W ′

|Wi|.(4.12)

(4.12) 中的等号使用了关键事实：若 i ̸= i′，则 Ui−1[Wi] 与 Ui′−1[Wi′ ] 不交。

步骤 3。每个 W ∈ W0 都有一个 John 椭球，其轴长为 ℓ1, . . . , ℓn。由于每个 U0[W ] 非空，且每个
U ∈ U0 都包含一个半径为 δ 的球，因此对每个 i 有 ℓi ≥ δ。又因 U 中各集合包含于单位球，不妨
假设 ℓi ≤ 2。由二进分划原则和 (4.10)，存在 a1, . . . , an 以及 W1 ⊂ W0，满足：

(i) 每个 W ∈ W1 的 John 椭球轴长 ℓ1 ≤ ℓ2 . . . ≤ ℓn，且 ℓi ∈ [ai/2, ai)；

(ii) #
( ⋃

W∈W1

U0[W ]
)
≥ (100| log δ|)−n(#U0). (4.13)

把每个 W 替换为 W0 的一个全等副本——即轴长为 a1, . . . , an 的椭球——并记所得集合为 W2。显
然，以 W2 代替 W1 后 (4.13) 仍成立；对任意 W ′ ⊂ W2，(4.12) 也仍成立，只是第一个不等式右
侧相差一个 2n 因子。定义 U2 =

⋃
W∈W2

U0[W ]（此前已经定义过一列 U1,U2, . . .，因此这里再次使
用 U2 是轻微的记号滥用）；U2 的基数由 (4.13) 右侧给出下界。

由于对所有 W ∈ W2 都有 U0[W ] = U2[W ]，在 (4.12) 中令 W ′ = W2（先使用最后一个不等式，
再使用最前面的若干不等式），得到

#{(U,W ) ∈ U2 ×W2 : U ⊂ W} =
∑

W∈W2

#U0[W ] ≤ CKT -CW (U0)

|U |
∑

W∈W2

|W |

≤ 2nκ−1
0 #

( ⋃
W∈W2

U0[W ]
)
= 2nκ−1

0 (#U2).
(4.14)

上式中前两个不等式来自 (4.12)，最后一个等号来自 U2 的定义。

步骤 4。构造二部关联图 (I,U2 ×W2)，边由所有满足 U ⊂ W 的对 (U,W ) 构成。该图满足：

(i) I 至多有 2nκ−1
0 (#U2) 条边；

(ii) 每个 U ∈ U2 至少有一个邻点；

(iii) 每个 W ∈ W2 的邻点数介于 2−nκ0CKT -CW (U0)|W0||U |−1 与 CKT -CW (U0)|W0||U |−1 之间。

由 (i)、(iii) 得
#W2 ≤ 22nκ−2

0

(#U2)|U |
CKT -CW (U0)|W0|

. (4.15)
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下面构造 (I,U2 ×W2) 的一个诱导子图。首先删去所有邻点多于 2n+1κ−1
0 的 U ∈ U2，记所得

诱导子图为 (I3,U3 ×W2)。由 (i)、(ii)，有 #U3 ≥ 1
2#U2 且 #I3 ≥ #U3。再对 (I3,U3 ×W2) 应用

引理 4.7，记所得诱导子图为 (I ′,U ′ ×W)。

步骤 5。验证 U ′ 与 W 满足命题 4.6 的 (i)–(iv)。首先，

#U ′ ≥ κ0
2n+1

(#I ′) ≥ κ0
2n+3

(#I3) ≥
κ0
2n+3

(#U3) ≥
κ0
2n+4

(#U2) ≥ K−1(#U),

其中使用了 (4.13) 对 #U2 的下界、(4.7) 对 #U0 的下界，以及命题 4.6 中 K 的定义。这证明 (i)。
对于 (ii)，由于 (I ′,U ′ ×W) 中每个 U ∈ U ′ 至多有 K 个邻点，W 是 U ′ 的一个 K-近似分割覆

盖。还需验证 (4.5)；由于 #U ′[W ] ≤ CKT -CW (U ′)|W ||U |−1，一旦验证该式，也可推出 W 是 K-平
衡覆盖。由引理 4.7 和 (4.15)，对每个 W ∈ W 有

#U ′[W ] ≥ 1

4

(
#I3

)(
#W2

)−1
≥ 1

4

(1
2

#U2

)(
2−2nκ20

CKT -CW (U0)|W0|
(#U2)|U |

)
≥

(
2−2n−4κ20

)
CKT -CW (U0)|W0||U |−1.

(4.16)

又因 U ′ ⊂ U0，有 CKT -CW (U ′) ≤ CKT -CW (U0)。
对于 (iii)，取任意凸集 V ⊂ Rn。由于每个 U ∈ U3 至多有 2n+1κ−1

0 个邻点，且 (I ′,U ′ ×W)

是 (I3,U3 ×W2) 的诱导子图，所以每个 U ∈ U ′ 至多包含在 2n+1κ−1
0 个集合 U ′[W ] 中。于是

#U ′[V ] ≥ 2−n−1κ0
∑

W∈W[V ]

#U ′[W ] ≥
(
2−3n−5κ30

)
CKT -CW (U0)|W0||U |−1(#W[V ]), (4.17)

最后一个不等式使用了 (4.16)。另一方面，

#U ′[V ] ≤ CKT -CW (U ′)|V ||W0|−1. (4.18)

比较 (4.17) 与 (4.18)，得到 #W[V ] ≤ K|V ||W0|−1，即 (iii)。
最后证明 (iv)。取 W ∈ W 和凸集 V ⊂ W。则

#(U ′[W ])[V ] ≤ #U ′[V ] ≤ CKT -CW (U ′)|V ||U |−1. (4.19)

比较 (4.19) 与由 (4.16) 验证的 (4.5)，得到

#(U ′[W ])[V ] ≤ K|V ||W |−1(#U ′[W ]).

这正是 CF -CW ((U ′)W ) ≤ K。

4.3 凸集与 Frostman 薄板 Wolff 公理

本节目标是证明：经过一次精化后，任意凸集族都可以分解为彼此不相互作用的若干部分，并
且每一部分在适当重标度后都满足 Frostman 薄板 Wolff 公理。精确陈述如下。
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命题 4.8. 对任意 n ≥ 2、ε > 0，存在 η > 0 与 κ,K > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设
U 是 Rn 单位球中一族闭凸集，每个凸集都包含一个半径为 δ 的球。对每个 U ∈ U，设 Y (U) ⊂ U

为着色，且 |Y (U)| ≥ δη|U |。
则存在子集 U ′ ⊂ U；着色 Y ′(U ′) ⊂ Y (U ′)（U ′ ∈ U ′）；以及 Rn 中一族闭凸集 W，满足：

i) W 以误差 δ−ε 相对于 Frostman 薄板 Wolff 公理从下方因子分解 U ′；

ii) 各集合 U ′[W ]（W ∈ W）彼此不相互作用，即集合族 {
⋃

U ′∈U ′[W ] Y
′(U ′) : W ∈ W} 两两不交；

iii) 子集 U ′ 与精化着色 Y ′ 保留原集合 (U , Y ) 的大部分质量，即∑
U ′∈U ′

|Y ′(U ′)| ≥ κδε(log #U)−K
∑
U∈U

|U |. (4.20)

命题 4.8 将使用 Brunn 定理的下述推论。

引理 4.9. 设 U ⊂ Rn 为凸集，H ⊂ Rn 为超平面，且 s > 0、t ∈ (0, 1]。若 |U ∩Ns(H)| = t|U |，则
U ⊂ NKns/t(H)，其中 Kn 仅依赖于 n。

证明. 不妨设超平面 H = {x1 = 0}。令 f(t) = |U ∩ {x1 = t}|1/(n−1)（这里 | · | 表示 (n − 1) 维
Lebesgue 测度），并令 I = supp(f)。目标是证明 |I| ≤ Kns/t。

由 Brunn 定理，f 在 I 上为凹函数。比较估计 t|U | = |U ∩ Ns(H)| ≤ (2s)(sup f)n−1 与
|U | ≥ Kn|I|(sup f)n−1 即得结论；后一估计来自 f 的凹性。

将引理 4.9 与一个 Córdoba 型 L2 论证结合，得到下述结果。

引理 4.10. 设 λ ∈ (0, 1]，U 是 Rn 单位球中一族闭凸集，每个凸集都包含一个半径为 δ 的球。对
每个 U ∈ U，设 Y (U) ⊂ U 为着色，且 |Y (U)| ≥ λ|U |。
则存在 U ′ ⊂ U；着色 Y ′(U) ⊂ Y (U)（U ∈ U ′）；以及一族无限薄板 S（即 Rn 中某个超平面

的 s-邻域），满足：

i) S 是 U ′ 的一个分割覆盖；

ii) 若 S ∈ S 的厚度为 s，则 U ′[S] 经重标度后具有 O(s−1) 的 Frostman 薄板 Wolff 常数。更具
体地，若 S̃ ⊂ S 是一个包含 U ′[S] 中凸集的 s× 2× · · · × 2 薄板，则 CF -SW (U ′S̃) ≲ s−1；

iii) 各集合 ⋃
U∈U ′[S] Y

′(U)（S ∈ S）两两不交；

iv) 对每个 U ∈ U ′，有 |Y ′(U)| ≥ λ
2 |U |，并且∑

U∈U ′

|U | ≳ log(λ−1δ−1#U)−1λ
∑
U∈U

|U |. (4.21)
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证明.
步骤 1。定义 U0 = U，并对每个 U ∈ U0 定义 Y0(U) = Y (U)。对 i = 1, . . .，令 Si = Nsi(Hi) 为使
下列数量最大的薄板：

s−1
i

∑
U∈Ui−1[Si]

|U |. (4.22)

令 U (i) = Ui−1[Si]。由 Si 的极大性，U (i) 满足引理 4.10 的结论 (ii)。
对每个 U ∈ Ui−1，定义 Yi(U) = Yi−1(U)\Si，并令

Ui =
{
U ∈ Ui−1 : |Yi(U)| ≥ λ

2
|U |

}
.

特别地，Ui ∩ U (i) = ∅。

步骤 2。声称 ∑
U∈Ui−1

|U ∩ Si| ≲ log(λ−1δ−1#U)
∑

U∈U(i)

|U |. (4.23)

证明如下。由于 ∑
U∈U(i) |U | ≥ λ

2 δ
n，满足 |U ∩ Si| ≤ 1

4λδ
n(#U)−1 的 U ∈ Ui−1 所贡献的量可以忽

略。对每个二进数 t ∈ [14λδ
n(#U)−1, 1]，有∑

U∈Ui−1

|U∩S|∼t|U |

|U ∩ Si| ≲ t
∑

U∈Ui−1

|U∩S|∼t|U |

|U | ≤ t
∑

U∈Ui−1[NKnsi/t(Hi)]

|U |

≤ Kn

∑
U∈Ui−1[Si]

|U | = Kn

∑
U∈U(i)

|U |.
(4.24)

第二个不等式来自包含关系{
U ∈ Ui−1 : |U ∩ S| ∼ t|U |

}
⊂

{
U ∈ Ui−1[NKns/t(Hi)]

}
其中常数 Kn 只依赖于 n；这正是引理 4.9。第三个不等式使用了 (4.22) 意义下 Si 的极大性。对所
有二进 t 对 (4.24) 求和即可得到 (4.23)。

步骤 3。当 UN = ∅ 时停止上述过程。定义 U ′ =
⊔N

i=1 U (i)；对每个 U ∈ U ′，令 Y ′(U) = Yi−1(U)，
其中 i 是满足 U ∈ U (i) 的唯一指标。结论 (i)、(iii) 立即由构造得到；对每个 U ′ ∈ U ′，也有
|Y ′(U ′)| ≥ λ

2 |U
′|。结论 (ii) 已在步骤 1 验证。

还需证明 (4.21)。声称每个 U ∈ U = U0 对和
N∑
i=1

∑
U∈Ui−1

|U ∩ Si|,

至少贡献 λ
2 |U |，即 ∑

i:U∈Ui−1
|U ∩ Si| ≥ λ

2 |U |。事实上，若 j > 0 是满足 U /∈ Uj 的最小指标，则
|Y (U)\

⋃j
i=1 Si| < λ

2 |U |。又因 |Y (U)| ≥ λ|U |，所以
j∑

i=1

|U ∩ Si| ≥
λ

2
|U |,
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因此
N∑
i=1

∑
U∈Ui−1

|U ∩ Si| ≥
λ

2

∑
U∈U

|U |. (4.25)

比较 (4.23) 与 (4.25) 即得 (4.21)。

命题 4.8 可由反复应用引理 4.10 得到。下面给出细节。

命题 4.8 的证明. 令 λ = 1
4δ

η。丢弃所有满足 |Y (U)| < λ|U | 的 U ∈ U 后，不妨假设 U 满足引理
4.10 的假设。
令 U0 = U，并对每个 U ∈ U0 令 Y0(U) = Y (U)。令 P0 = {B(0, 1)}，W0 = ∅。集合 P0 表示

尚需由引理 4.10 “处理”的凸集，而 W0 将存放已经满足命题 4.8 假设的凸集。
迭代构造 Ui ⊂ Ui−1 与 Yi(U) ⊂ Yi−1(U)；单位球 B(0, 1) 中凸集族 Wi ⊃ Wi−1；以及 B(0, 1)

中凸集族 Pi，使：

1. 对每个 W ∈ Wi，CF -SW (UW
i ) ≲ δ−ε（回顾 UW

i = ϕW (Ui[W ])）；

2. 对每个 P ∈ Pi，|P | ≤ δiε|B(0, 1)|；

3. Wi ⊔ Pi 是 Ui 的分割覆盖；

4. 当 V 遍历 Pi ⊔Wi 时，各集合
⋃

U∈Ui[V ] Yi(U) 两两不交；

5. 对每个 U ∈ Ui，|Yi(U)| ≥ 2−iλ|U |；

6. ∑
V ∈Pi∪Wi

∑
U∈Ui[V ]

|Yi(U)| ≳ log(δ−1#U)iλi
∑
U∈U

|U |.

当 i = 0 时这六项显然成立。第 i 步先令 Wi = Wi−1、Pi = ∅，并令 Ui =
⋃

W∈Wi−1
Ui−1[W ]；对每

个 U ∈ Ui，令 Yi(U) = Yi−1(U)。
对每个 P ∈ Pi−1，把引理 4.10（其中 λ 换成 2−(i−1)λ）应用于椭球族 UP

i−1 = ϕP (Ui−1[P ]) 及
其着色 ϕP (Yi−1(U))。得到一族薄板 S、子集 U ′

i−1[P ] ⊂ Ui−1[P ]，以及这些椭球上的着色（记为
Yi(U)）。把 U ′

i−1[P ] 中的椭球及其着色加入 Ui。然后逐一处理 S ∈ S：

• 若 S 的厚度 ≥ δε，则对应凸集 W = P ∩ ϕ−1
P (S)，满足 CF -SW ((U ′

i−1[P ])W ) ≲ δ−ε。把该集合
加入 Wi；

• 若 S 的厚度 ≤ δε，则对应凸集 P ′ = P ∩ ϕ−1
P (S)，并且

|P ′| ≤ δε|P | ≤ δε
(
δ(i−1)ε|B(0, 1)|

)
= δiε|B(0, 1)|.

把该集合加入 Pi。
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对每个 P ∈ Pi−1 完成这一过程后，性质 1、2 立即成立，而性质 3–6 由引理 4.10 中对应性质推出。
当输出 PN = ∅ 时停止。由于每个 U ∈ U 的体积至少为 δn，上述过程至多经过 n/ε 步就必

须停止。令 W = WN、U ′ = UN、Y ′(U) = YN (U)。为了得到 (4.20)，只需把 η 选得足够小，使
δNη ≤ δε；例如取 η ∼ ε2/n、K ∼ n/ε 即可。

4.4 Frostman 薄板 Wolff 公理与覆盖

本节将陈述并证明注 4.3(C) 的一个精确版本。先讨论 Frostman 薄板 Wolff 公理。
引理 4.11. 设 W ⊂ Rn 为凸集，U 与 V 为 W 的凸子集族，满足 U ≺ V，且对每个 V ∈ V 都有
#U [V ] ≤ K(#U)/(#V)。假设 U 中各集合体积相同，V 中各集合亦然。最后，假设 UW 中每个集
合的直径都至少为 1/100。
则

CF -SW (UW ) ≲ log(2 + |UW |−1)K
(

sup
V ∈V

CF -SW (UV )
)(

CF -SW (VW )
)
. (4.26)

证明. 首先，为简化记号，不妨假设 W = B(0, 1)。事实上，若把 W 替换为 WW（后者与 B(0, 1)

可比较），把 U 替换为 UW，并把 V 替换为 VW，则引理 4.11 的假设与结论均不变。特别地，此时
U 中每个集合的直径都至少为 1/100。

固定一个截断的加厚超平面 S = Ns(H)∩B(0, 1)，并假设 U [S] ̸= ∅（特别地，s ≥ |U |/Kn，其
中 Kn 只依赖于维数 n）。不妨假设 s ≤ 2；否则可将 Ns(H) 替换为形如 N2(H

′) 的超平面邻域，它
与 B(0, 1) 的交相同。
由于 U ≺ V，有

U [S] =
⋃
V ∈V

U [V ∩ S] =
⋃

t 二进

⋃
V ∈V

|V ∩S|∼t|V |

U [V ∩ S], (4.27)

其中第一重并中的 t 遍历 |U ||B(0, 1)|−1 与 1 之间的二进值。这个范围已经足够，因为若 |V ∩S| <
|U ||B(0, 1)|−1|V | < |U |，则 U [V ∩ S] = ∅。该范围内的二进 t 至多有 ≲ log(2 + |U |−1) 个。

由于 U [S] ̸= ∅，且 U 中每个元素的直径至少为 1/100，故 diam(S ∩B(0, 1)) ≥ 1/100，从而
|Ns/t(H) ∩B(0, 1)| ∼ s/t ∼ t−1|S| 对所有 t ∈ [s, 1]. (4.28)

接下来取 V ∈ V，满足 |V ∩ S| ∼ t|V |。这意味着 |(V ∩ S)V | ∼ t。于是
#U [V ∩ S] = #{U ∈ U : U ⊂ V ∩ S}

= #{U ∈ U [V ] : U ⊂ V ∩ S}

= #{UV ∈ UV : UV ⊂ (V ∩ S)V }

≤ CF -SW (UV )|(V ∩ S)V |(#U [V ])

≲ t
(

sup
V ∈V

CF -SW (UV )
)(

K
#U
#V

)
.

(4.29)
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另一方面，由引理 4.9，

#{V ∈ V : |V ∩ S| ∼ t|V |} ≤ #{V ∈ V : V ⊂ NKns/t(H)}

≲ CF -SW (V)|B(0, 1) ∩NKns/t(H)|(#V)

≲ t−1CF -SW (V)|S|(#V),

(4.30)

其中最后一个不等式使用了 (4.28)。
用 (4.29) 与 (4.30) 控制并集 (4.27) 的基数，得到

#U [S] ≲
∑
t 二进

(
t−1CF -SW (V)|S|(#V)

)(
t
(

sup
V ∈V

CF -SW (UV )
)(
K

#U
#V

))
≲ K1|S|(#U), K1 = log(2 + |U |−1)K

(
sup
V ∈V

CF -SW (UV )
)(

CF -SW (V)
)
.

下面讨论注 4.3(C) 对 Katz–Tao 凸 Wolff 公理的版本。我们只考虑所涉及的凸集均为管的特
殊情形。

引理 4.12. 设 0 < δ ≤ ρ ≤ 1。设 T 为 δ-管的一个多重集，Tρ 为 T 的一个覆盖。则

CKT -CW (T) ≲
(

sup
Tρ∈Tρ

CKT -CW (TTρ)
)(

CKT -CW (Tρ)
)
. (4.31)

证明. 取凸集 W ⊂ R3，并假设 T[W ] ̸= ∅。把 W 替换为 W ∩B(0, 1)，再将其放大一个常数倍，不
妨假设 W 是尺寸为 a× b× 2 的棱柱。由于 Tρ 覆盖 T，有

T[W ] =
⋃

Tρ∈Tρ

(T[Tρ])[W ] =
⋃

Tρ∈Tρ

T[Tρ ∩W ]. (4.32)

注意，若 T[Tρ ∩W ] ̸= ∅，则 Tρ ∩W 必须包含一条单位线段，因此 Tρ ⊂ N3ρ(W )。
令 ã = min(a, ρ)、b̃ = min(b, ρ)。注意

|N3ρ(W )| ∼
(ρ
ã

)(ρ
b̃

)
|W |,

从而
#Tρ[N3ρ(W )] ≤ CKT -CW (Tρ)

|N3ρW |
|Tρ|

≲ CKT -CW (Tρ)
|W |
ãb̃

. (4.33)

另一方面，若 T[Tρ ∩W ] 非空，则 Tρ ∩W 是一个尺寸至多为 2ã× 2b̃× 1 的凸集，因此

#T[Tρ ∩W ] ≲ CKT -CW (T[Tρ])
|Tρ ∩W |

|T |
≲ CKT -CW (TTρ)

ãb̃

|T |
. (4.34)

将 (4.32)、(4.33) 与 (4.34) 结合，即得 (4.31)。
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5 将管因子分解到扁平棱柱中

本节考察把命题 4.6应用于一族 δ-管 T时会发生什么。回顾命题 4.6的输出是一组精化 T′ ⊂ T
与一族凸集 W。若 CF -CW (T) = 1，则 W = {B(0, 1)}；另一方面，若 CKT -CW (T) = 1，则 W = T。
若 CKT -CW (T) 与 CF -CW (T) 都很大，则 W 由一族凸集组成，其中每个凸集都与尺寸为 a× b× 1 的
长方棱柱可比较，这里 δ ≤ a ≤ b ≤ 1。本节的核心主题是：若 W 中的棱柱是扁平的，即 a << b，
则并集 ⋃

T 的体积会大于断言 E(σ, ω) 中估计 (1.3) 所预言的大小。精确陈述如下。

命题 5.1. 设 ω > 0, 0 < σ ≤ 2/3，并假设 E(σ, ω) 成立。则对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所
有 δ > 0 下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密的。设 δ ≤ a ≤ b ≤ 1，并设 W 是 T 的一个 δ−η-平
衡覆盖，由某个 a× b× 2 棱柱的全等副本组成。

(A) 假设 W 关于 Frostman 凸 Wolff 公理从下因子分解 T，并关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理从上
因子分解 T，两者误差均为 δ−η。再假设 W 是 T 的 δ−η-平衡、δ−η-近似分割覆盖，并且对每个
W ∈ W，#T[W ] ≥ δηCKT -CW (T) |W |

|T |（例如，当把命题 4.6 应用于 T 并以 W 为输出时，该条件成
立）。则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδω+ε
( b

a

)ω
m−1(#T)|T |

(
m−3/2ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
, (5.1)

其中 m = CKT -CW (T)，ℓ = CF -SW (T)。

(B)假设 W 关于 Frostman凸Wolff公理从上、从下均因子分解 T，两者误差都不超过 δ−η。再假设
W 在尺度 b上满足 Katz–Tao凸Wolff公理，具体而言，对所有W ∈ W 都有 CKT -CW (W[Nb(W )]) ≤
δ−η。则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδω+ε
( b

a

)ω(
(#T)1/2|T |

)σ
. (5.2)

注意，当 CKT -CW (T) = (#T)|T | 时，(5.2) 与 (5.1) 一致；此时 CF -CW (T) 与 CF -SW (T) 的大小
都约为 1。
在第 9 节中，我们将用到命题 5.1(A) 的如下轻微推广。

命题 5.2. 设 ω > 0, 0 < σ ≤ 2/3，并假设 E(σ, ω) 成立。则对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对
所有 0 < δ ≤ ρ ≤ a ≤ b ≤ 1 下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密的，并设 Tρ 是 T 的一个 δ−η-平
衡覆盖。设 W 是 Tρ 的一个 δ−η-平衡覆盖，由某个 a× b× 2 棱柱的全等副本组成。
假设 Tρ 关于 Frostman 薄板 Wolff 公理以误差 ℓ′ 从下因子分解 T。再假设 W 关于 Katz–Tao

凸 Wolff 公理从上因子分解 Tρ，并关于 Frostman 凸 Wolff 公理从下因子分解 Tρ，两者误差均为
δ−η。则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδω+ε
( b

a

)ω
m−1(#T)|T |

(
m−3/2ℓℓ′(#T)|T |1/2

)−σ
, (5.3)

其中 m = CKT -CW (T)，ℓ = CF -SW (T)。
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命题 5.1(A) 正是命题 5.2 在 ρ = δ 且 Tρ = T 时的特殊情形。
第 5 节的主要目标是证明命题 5.1 与 5.2。第二个目标是引入估计 E(σ, ω) 的两个近亲，并证明

这三个估计彼此等价。第一个估计在形式上更弱：它是 ℓ 的大小约为 1 时估计 E(σ, ω) 的特殊情形。
定义 5.3. 称断言 Ẽ(σ, ω) 成立，如果：
对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所有 δ > 0 下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密的，并假设
CF -SW (T) ≤ δ−η。则 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδω+εm−1(#T)|T |
(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
, (5.4)

其中 m = CKT -CW (T)。

第二个估计在形式上更强：它是估计 E(σ, ω) 的一个推广，其中 δ-管被直径为 1 的全等凸集所
取代。
定义 5.4. 称断言 F(σ, ω) 成立，如果：
对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所有 0 < a ≤ b ≤ 1 下述结论成立。设 (P, Y )a×b×1 为 aη-稠
密的。则 ∣∣∣ ⋃

P∈P
Y (P )

∣∣∣ ≥ κaεbωm−1(#P)|P |(m−3/2ℓ(#P)|P |1/2)−σD−σ, (5.5)

其中

m = CKT -CW (P), ℓ = CF -SW (P), 且 D = max
P∈P

sup
ρ∈[a,b]

|P |
|Nρ(P )|

(
#P[Nρ(P )]

)1/2
. (5.6)

注 5.5. 当 σ ∈ (0, 2/3] 时，项

m−1(#P)|P |(m−3/2ℓ(#P)|P |1/2)−σD−σ

总是不超过 1。事实上，由于 #P ≤ m|P |−1 且 σ ∈ (0, 2/3]，只需证明 ((#P)|P |)1/2l−1|P |1/2 ≤ D。
这是因为 #P ≤ #P[Nb(P )] · b−4 ≤ D2b−2a−2，并且 ℓ ≥ 1。
注 5.6. 若 P 非空，则在 (5.6) 中取 ρ = a 可知 D = D(P) 总满足 D ≳ 1。一般而言，D 可以大到
(b/a)1/2：当 ρ = b 时，约有 (b/a)3 个本质不同的 a× b× 1 棱柱可能装入 b-管 Nb(P )。若发生这种
情形，则 (5.6) 右端变为 ab

b2
(b/a)3/2 = (b/a)1/2。不过，在若干重要情形下可以保证 D 的大小约为

1。下面列出其中三种。

情形 1。若 a = b，由于 P 中各棱柱本质不同，有 #P(Na(P )) ∼ 1，从而 D ∼ 1。特别地，这意味
着 F(σ, ω) =⇒ E(σ, ω)。
情形 2。假设对每个 P ∈ P，都有 CKT -CW (P[Nb(P )]) ≤ K，其中 K ≥ 1。这表示 P 的 Katz–
Tao 凸 Wolff 常数本身可能很大，但若只看包含在某根直径为 b 的管中的棱柱族 P ′，则 P ′ 的
Katz–Tao 凸 Wolff 常数很小（这正是命题 5.1(B) 的设置）。于是对每个 ρ ∈ [a, b] 和 P ∈ P，有
#P[Nρ(P )] ≲ K ρ·b·1

a·b·1 = K ρ
a , 因此 D ≲ K1/2。
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情形 3。设 T 是包含于一个 s× t× 2 棱柱 W 内的一族本质不同的 δ-管，其中 0 < s ≤ t ≤ 2。令
P = ϕW (T)。则 P 中各集合与尺寸为 a× b× 2 的长方棱柱可比较，其中 a = δ/t、b = δ/s。来估
计这一排列对应的 D = D(P)。对每个 ρ ∈ [a, b] 与 P ∈ P，#P[Nρ(P )] 计算的是 T 中包含于一
个尺寸约为 δ × (δρ/a) × 2 长方盒中的 δ-管数。由于 T 中的管本质不同，这样的盒中至多可容纳
O
(( (δρ/a)

δ

)2)
= O(ρ2/a2) 根管。也就是说，D ≲ supρ∈[a,b]

(
ab
ρb

)(ρ
a

)
= 1。

5.1 若干常用的 Córdoba 型 L2 论证

本节考察下述论证的若干变体：为了证明并集⋃
P∈P P 很大，只需证明 ∥

∑
P∈P χP ∥22 =

∑
P,P ′∈T |P∩

P ′| 很小，然后由 Cauchy–Schwarz 不等式推出∣∣∣ ⋃
P∈P

P
∣∣∣ ≥ ( ∑

P∈P
|P |

)2 / ∥∥∥ ∑
P∈P

χP

∥∥∥
2
.

Córdoba 在 [6] 中用这一论证证明了 R2 中的挂谷极大函数猜想，因此我们称这种论证为“Córdoba
型 L2 论证”。

5.1.1 薄板的体积估计

本节用 Córdoba 型 L2 论证估计薄板并集的体积。精确陈述如下。

引理 5.7. 设 δ, λ > 0。设 S 为一族 δ × 1× . . .× 1 薄板（注意：这些薄板不必本质不同），Y 为 S
上的 λ-稠密着色。令 m = CKT -CW (S)。则∣∣∣ ⋃

S∈S
Y (S)

∣∣∣ ≳ | log δ|−1m−1λ2(#S)|S|. (5.7)

证明. 固定 S ∈ S。由引理 4.9（应用于 S 中各元素的外 John 椭球），对每个 t ∈ [δ, 1]，有

#{S′ ∈ S : |S ∩ S′| ∼ t|S|} ≤ #{S′ ∈ S : S′ ⊂ NCδ/t(S)} ≲ m
δ

t
|S|−1 ∼ m

t
,

其中 C = C(n) 只依赖于 n。因此∥∥∥∑
S∈S

χY (S)

∥∥∥2
2
≤

∥∥∥∑
S∈S

χS

∥∥∥2
2
≲

∑
S∈S

∑
δ≤t≤1
t dyadic

∑
S′∈S

|S∩S′|∼t|S|

t|S|

≲
∑
S∈S

∑
δ≤t≤1
t dyadic

(m
t

)
t|S| ≲ | log δ|m(#S)|S|.

(5.8)

令 E =
⋃

S∈S Y (S)。由 Cauchy–Schwarz 不等式，(
λ|S|(#S)

)2
≤

(∫
χE

∑
S∈S

χY (S)

)2
≤ |E|

∥∥∥∑
S∈S

χY (S)

∥∥∥2
2
. (5.9)

比较 (5.8) 与 (5.9) 即得结论。
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下面列出引理 5.7 的几个常用场景。

• (S, Y ) 为 δη-稠密的，且 CF -CW (S) ⪅δ δ
−η。此时 (5.7) 右端满足 ⪆δ δ

3η。

• R 是 ρ× 2 长方形 W 内的一族 δ × 1 长方形：我们把引理 5.7 应用于 RW。

• T 是 100δ × b× 1 棱柱 W 内的一族 δ-管：我们把引理 5.7 应用于 TW。

5.1.2 棱柱的切向相交与横截相交

下面的结果说明：若一族 a× b× 1 棱柱横截相交，即在典型相交点处它们的切平面夹角很大，
则这些棱柱的并集会填充其加厚邻域的很大一部分。精确陈述见下面的引理 5.10 与推论 5.13。在
陈述之前，先给出几个定义。
定义 5.8. 设 W ⊂ Rn，Y (W ) ⊂ W 为着色，且 δ > 0。若对每个 x ∈ Y (W ) 和每个 r ∈ [δ, 1] 都有

|Y (W ) ∩B(x, r)| ≥ (100 log(1/δ))−1|Y (W )|
( |B(x, r) ∩W |

|W |

)
. (5.10)

则称着色 Y (W ) 在尺度 ≥ δ 上正则。若 δ 从上下文中显然可知，我们就省略它，简称 Y (W ) 正则。

下一个引理说明，经过无害的精化后，每个着色都有一个正则子着色。这是 [19] 中的引理 2.7；
亦见 [26, Lemma 2.3]。

引理 5.9. 设 W ⊂ Rn，Y (W ) 为一个着色。则存在正则着色 Y ′(W ) ⊂ Y (W )，满足 |Y ′(W )| ≥
1
2 |Y (W )|。

下面的结果说明：若一个棱柱 P0 与许多非切向相交于 P0 的棱柱关联，则这些棱柱的并集会
填充 P0 的一个加厚邻域。

引理 5.10. 设 0 < a ≤ b ≤ c且 λ > 0。设 P0 为一个带着色 Y0(P0)的 a×b×c棱柱。设 (P, Y )a×b×c

为一族棱柱及其着色。假设 |Y0(P0)| ≥ λ|P0|；对每个 P ∈ P，|Y (P )| ≥ λ|P |；且每个 Y (P ) 按定
义 5.8 都是正则的。
设 θ ∈ [ab , 1]，并假设

θ ≤ θmin :=
a

b
+ inf

x∈Y0(P0)
sup

P∈PY (x)
∠
(
Π(P0),Π(P )

)
.

则 ∣∣∣Nbθ(P0) ∩
⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ⪆a λ4|Nbθ(P0)|. (5.11)

注 5.11. (5.14) 中的指数 λ4 并不重要；在我们对引理 5.10 的应用中，改成 λ100 同样可以。
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P0
Nbθ(P0)

图 6: 引理 5.10 的几何情形。对每个 x ∈ Y0(P0)，P 中都有一个棱柱（红色）以至少 θmin 的角度
在 x 处与 P0 相交。为使图形清楚，只画出了其中两个棱柱。这些红色棱柱的并集填充了以 P0 中
各点为中心的每个 b-球的很大一部分。

证明. 论证在精神上与 [27] 中 Wolff 的发刷论证相似。通过二进鸽巢，可以选取 θ1 ∈ [θ, 1] 和集合
Y ′
0(P0) ⊂ Y0(P0)，满足 |Y ′

0(P0)| ⪆a |Y0(P0)|，并且

sup
P∈PY (y)

∠
(
Π(P0),Π(P )

)
∼ θ1 对每个 y ∈ Y ′

0(P0).

应用引理 5.9（并把 Y ′
0(P0) 再精化一个因子 2），不妨假设 Y ′

0(P0) 是正则的。
令 b′ = b θ

θ1
；注意 a ≤ b′ ≤ b。把 P0 分成尺寸为 a× b′ × b′ 的子棱柱；其中有 ⪆ λ |P |

a(b′)2 个子
棱柱与 Y (P ) 相交。因此，为了得到 (5.14)，只需证明对每个 x ∈ Y ′(P0)，∣∣∣Nbθ

(
P0 ∩B(x, b′)

)
∩

⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ⪆a λ3(bθ)(b′)2. (5.12)

固定 x ∈ Y ′(P0)。我们的目标是证明该 x 下的 (5.12)。令 E = Y ′(P0) ∩B(x, b′)。由于 Y ′(P0)

正则，|E| ⪆a λa(b′)2。对每个 y ∈ E，取 Py ∈ PY (y)，满足 ∠(Π(P0),Π(P )) ∼ θ1。
集合 B(x, b′) ∩

⋃
y∈E Py 包含于一个尺寸与 bθ × b′ × b′ 可比较的棱柱中，该棱柱与 a× b′ × b′

棱柱 B(x, b′) ∩ P 同心；记这一 bθ× b′ × b′ 棱柱为 Q。则 ϕQ(B(x, b′) ∩ P ) 与尺寸为 a
bθ × 1× 1 的

棱柱可比较。为方便记号，选择坐标使该棱柱为 P̃ = [0, a
bθ ]× [0, 1]× [0, 1]。

对每个 y ∈ E，ϕQ(B(x, b′)∩Py) 与一个 a
bθ × 1× 1 棱柱可比较，而且每个这样的棱柱都以 ∼ 1

的角度与 (z2, z3)-平面相交；也就是说，该棱柱法向量 vy 在 (z2, z3) 平面上的投影长度满足 ≳ 1。
由于每个 Py ∈ P 的着色都是正则的，ϕQ

(
Y (Py) ∩ B(x, b′)

) 是棱柱 ϕQ

(
Py ∩ B(x, b′)

) 的一个密度
为 ⪆a λ 的子集。
经过鸽巢，可以选取 E′ ⊂ E，满足 |E′| ≳ |E|，使得对每个 y ∈ E′，ϕQ

(
Py ∩ B(x, b′)

) 都与
一个 a

bθ × 1 × 1 棱柱可比较，其法向量 vy 与某个固定单位向量 v 的夹角不超过 1/100，且 v 在
(z2, z3) 平面上的投影长度满足 ≳ 1。令 v′ 为 v 在 (z2, z3) 平面上的投影。
由 Fubini定理，可以找到沿 v′方向的线段 L ⊂ [0, a

bθ ]×[0, 1]×[0, 1]，满足 |L∩ϕQ(E
′)| ≥ |ϕQ(E

′)|；
这里左侧 | · | 表示一维 Lebesgue 测度，右侧表示三维 Lebesgue 测度。取 L∩ ϕQ(E

′) 的一个 a
bθ -分

离子集 y1, . . . , yN，其中 N ≳ bθ
a |L ∩ ϕQ(E

′)| ⪆a λ bθ
a，并令

S =
{
ϕQ

(
Pyi ∩B(x, b′)

)
: i = 1, . . . , N

}
.
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S 是 R3 中的一族凸集，其中每个集合都与一个 a
bθ × 1 × 1 薄板可比较。每个 S ∈ S 都有一个

⪆a λ-稠密着色（即集合 ϕQ

(
Y (Pyi) ∩B(x, b′)

)），因此 (S, Y ) a
bθ

×1×1 特别是 ⪆a λ-稠密的。
我们声称 CKT -CW (S) ≲ 1。为验证这一点，设W ⊂ R3 为凸集，并假设 #{S ∈ S : S ⊂ W} = M。

需要证明
M ≲ |W ||S|−1. (5.13)

若 M = 0 无需证明；若 M = 1，显然 |W | ≥ |S|。设 M ≥ 2。由于 W ∩ L 含有 L 上至少 M 个
彼此 a

bθ -分离的点，|W ∩ L| ≥ (M − 1) a
bθ ≥ M

2bθ ≳ M |S|。另一方面，因 S[W ] 非空，W 包含某
个 a

bθ × 1× 1 棱柱 S ∈ S[W ]，其法向方向与 v 的夹角至多为 1/50（v 在 (z2, z3) 平面上的投影就
是 v′，即 L 的方向）。由于 W 为凸集，它包含 S ∪ (W ∩ L) 的凸包，而该凸包的三维体积满足
≳ |W ∩ L| ≳ M |S|。故 |W | ≳ M |S|，即得 (5.13)。
应用引理 5.7（薄板的 Córdoba 型 L2 论证），得到∣∣∣ ⋃

S∈S
Y (S)

∣∣∣ ⪆a λ2(#S)|S| ⪆a λ2
(
λ
bθ

a

)( a

bθ

)
= λ3.

为结束证明，注意∣∣∣Nbθ

(
P0 ∩B(x, b′)

)
∩

⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ≥ ∣∣∣Nbθ

(
P0 ∩B(x, b′)

)
∩

⋃
y∈E′

Y (Py)
∣∣∣

≥ (bθ)(b′)2
∣∣∣ϕQ

(
B(x, b′) ∩

⋃
y∈E′

Y (Py)
)∣∣∣

≥ (bθ)(b′)2
∣∣∣ϕQ

(
B(x, b′) ∩

N⋃
i=1

Y (Pyi)
)∣∣∣

≥ (bθ)(b′)2
∣∣∣ ⋃
S∈S

Y (S)
∣∣∣ ⪆a λ3(bθ)(b′)2.

这就证明了所需的 (5.12)。

实际应用中，我们经常在 P 中每个棱柱 P0 都满足引理 5.10 假设的情形使用该引理。下面的
定义将这一点精确化。
定义 5.12. 设 (P, Y )a×b×c 为一族棱柱及其着色，并取 x ∈

⋃
P∈P Y (P )。定义

θ(x) =
a

b
+ sup

P,P ′∈PY (x)
∠(Π(P ),Π(P ′)),

其中 PY (x) = {P ∈ P : x ∈ Y (P )}。再定义

θmin = inf θ(x),

其中下确界遍历所有 x ∈
⋃

P∈P Y (P )。注意 θmin 依赖于二元组 (P, Y )a×b×c；P 与 Y 的选择将由
上下文明确给出。
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逐个考虑 P0 ∈ P 后，引理 5.10 立即给出如下推论。

推论 5.13. 设 0 < a ≤ b ≤ c，λ > 0。设 (P, Y )a×b×c 为一族棱柱及其着色。假设每个 Y (P ) 按定
义 5.8 都是正则的，并满足 |Y (P )| ≥ λ|P |。则对每个 P0 ∈ P，有∣∣∣Nbθmin(P0) ∩

⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ⪆a λ4|Nbθmin(P )|. (5.14)

5.2 断言 F、E 与 Ẽ 等价

如注 5.6 的情形 1 所述，我们已有 F(σ, ω) =⇒ E(σ, ω) =⇒ Ẽ(σ, ω)。本节证明反向蕴含。更
精确地，有如下命题。

命题 5.14. 设 0 < σ ≤ 2/3, ω > 0。则 F(σ, ω) ⇐⇒ E(σ, ω) ⇐⇒ Ẽ(σ, ω)。

第 5.2 节的目标是证明命题 5.14。我们先给出若干描述长方棱柱排列结构的引理。回顾定义
5.12 中的量 θmin。当 θmin ∼ 1 时，典型的一对相交棱柱横截相交；由推论 5.13，这意味着每个
棱柱都可替换为一个与 a-管可比较的加厚邻域。下一个引理分析 θmin 很小时的情形，即考虑一族
a× b× 1 棱柱 P，它们以切向方式相交，也就是说在典型相交点处其切平面的夹角很小。
非正式地，论证如下。先描述三个将反复应用的操作。注意，这些不是第 2.2 节中提到的操作；

后者将在第 7、8 节中定义。
由于一个棱柱的切平面沿整个棱柱保持不变，可将棱柱族分割为较小的子族 P1, . . . ,PN，使得

对每个指标 i，Pi 中每个棱柱切平面的法向量都与某个固定单位向量 vi 成小角度。若 Pi 与 Pj 是
两个这样的子族，则相应集合 ⋃

P∈Pi
P 与 ⋃

P∈Pj
P 基本不相交。可以用一族法向量为 vi 的薄板

覆盖每个 Pi 中的棱柱，然后在每个薄板内重标度并继续这一过程。这是操作 #1。
接着，把命题 4.8（关于 Frostman 薄板 Wolff 公理的因子分解）应用于棱柱族，将其进一步分

成若干子族，使每个子族都以较小误差满足 Frostman 薄板 Wolff 公理。这是操作 #2。
最后，应用引理 5.9（每个着色都有正则子着色）。这是操作 #3。
反复应用操作 1、2、3，直到棱柱族 P 被 R3 中一族凸集 W 覆盖，并且每个 PW 都在 θmin 大

小约为 1 时满足推论 5.13 的假设，同时 PW 以约为 1 的误差满足 Frostman 薄板 Wolff 公理。精
确陈述如下。

引理 5.15. 对任意 ε > 0，存在 η, c > 0，使得对所有 0 < a ≤ b ≤ 1 下述结论成立。设 (P, Y )a×b×1

为 aη-稠密的。则存在精化 (P ′, Y ′)a×b×1，满足
∑

P ′∈P ′ |Y ′(P ′)| ⪆a aε
∑

P∈P |P |，以及由全等凸集
组成的 P ′ 的覆盖 W，使得：

(A) 着色 Y ′ 按定义 5.8 是正则的。

(B) W 是 P ′ 的一个 ≈a 1-平衡覆盖，并关于 Frostman 薄板 Wolff 公理以误差 a−ε 从下因子分
解 P ′。
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(C)
⋃

W∈W P ′W 中所有凸集的尺寸在乘法因子 2 内相同，也就是说，经适当刚性变换后，每一个
都与某个公共凸集 P̃ 可比较（见下面的注 5.16）。

(D) 对每个 W ∈ W，集合族 P ′W 及其着色按定义 5.12 满足 θmin ≥ aε。

(E) 当 W ∈ W 变化时，各集合 ⋃
P ′∈P ′[W ] Y

′(P ) 两两不交。

注 5.16. 注意，即使 P（以及 W）中的棱柱各自具有相同尺寸，PW 中的棱柱仍可能具有不同尺
寸；图 7 给出了一个例子。结论 (C)（通过鸽巢得到）保证这种情形不会发生。

01-1W1

P1

ϕW1

ϕW1(P1)

W2

P2

ϕW2

ϕW2(P2)

图 7: 一个例子：凸集 P1 与 P2 全等，U1 与 U2 全等，但 ϕU1(P1) 与 ϕU2(P2) 并不全等。

证明. 证明的主要思想已在上面说明。简言之，我们依次应用操作 1、2、3，并反复迭代，直到引
理 5.15 的结论 (A)、(B)、(D)、(E) 都成立。每次迭代都使每个幸存凸集的体积至少增大一个因子
a−ε。另一方面，每个凸集初始体积为 ab ≥ a2，且每一步中所有凸集都包含在单位球内，所以体积
至多为 O(1)。因此上述迭代过程至多经过 2/ε 步即停止。若把 η > 0 取得足够小（取决于 ε），则
最终精化满足∑

P ′∈P ′ |Y ′(P ′)| ⪆a aε
∑

P∈P |P |。最后，对 P ′ 作二进鸽巢，选出满足结论 (C) 的精
化。

现在可以证明命题 5.14。思路如下。给定棱柱族 (P, Y )a×b×1，先用引理 5.15 找到 P 的一个精
化，并用凸集族 W 覆盖它；然后对每个 PW 应用推论 5.13，得到与 PW 相关联的一族 b̃-管，其中
b̃ ≥ b。这族 b̃-管以 ⪅ 1 的误差满足 Frostman 薄板 Wolff 公理，并以某个之后要分析的误差 m̃ 满
足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。随后对这族 b̃-管应用估计 Ẽ(σ, ω)，再撤销变换 ϕW。把所有 W ∈ W
的贡献相加，就得到 ∣∣⋃Y (P )

∣∣ 的估计，而且 m̃ 越大，该估计越强。因此需要估计 m̃ 的大小；这
一量与 (5.6) 中的 D 密切相关。下面给出细节。

命题 5.14 的证明. 只需证明 Ẽ(σ, ω) =⇒ F(σ, ω)。固定 0 < σ ≤ 2/3, ω > 0，并假设 Ẽ(σ, ω) 成
立。固定 ε > 0。于是存在 η0 > 0，使得对所有 δη0-稠密且满足 CF -SW (T) ≤ δ−η0 的 (T, Y )δ，体积
估计 (5.4) 成立。
令 κ, η > 0 为下文待定的量。取 0 < a ≤ b ≤ 1，并设 (P, Y )a×b×1 为 aη-稠密的。目标是证明∣∣∣ ⋃

P∈P
Y (P )

∣∣∣ ≥ κaεbωm−1(#P)|P |(m−3/2ℓ(#P)|P |1/2)−σD−σ, (5.15)
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其中 m, ℓ,D 如 (5.6) 所定义。

步骤 1。令 η1 为稍后确定的小量（我们将取 η1 远小于 η0，再取 η 远小于 η1）。把 η > 0 取得足够
小，使得可将引理 5.15 应用于 (P, Y )a×b×1，其中用 η1/4 替代 ε。记该引理的输出为 (P1, Y1)a×b×1

与 W。由引理 5.15 的结论 (B)，对每个 W ∈ W1 有 CF -SW (PW
1 ) ≤ a−η1/4。由结论 (E)，∣∣∣ ⋃

P∈P
Y (P )

∣∣∣ ≥ ∑
W∈W

∣∣∣ ⋃
P∈P1[W ]

Y1(P )
∣∣∣. (5.16)

由结论 (C)，存在 ã ≤ b̃ ≤ 1，且 b̃ ≥ b，使得对每个 W ∈ W 与 PW ∈ PW
1 ，PW 都与 ã× b̃× 1

棱柱可比较。结论 (A)、(D) 说明，对每个 W ∈ W，(PW
1 , Y W

1 )ã×b̃×1 满足推论 5.13 的假设，因此
对每个 PW ∈ PW

1 ， ∣∣∣Nb̃(P
W ) ∩

⋃
P ′W∈PW

1

Y W
1 (P ′W )

∣∣∣ ≳ aη1 |Nb̃(P
W )|. (5.17)

换言之，对每个 PW ∈ PW
1 ，Nb̃(P

W )与一根 b̃-管可比较，而这根 b̃-管与着色并集⋃
P ′W∈PW

1
Y W
1 (P ′W )

几乎充分相交。图 6 展示了这种情形。

步骤 2。如上所述，每个 Nb̃(P
W ) 都与 b̃-管可比较。令 TW 为 {Nb̃(P

W ) : PW ∈ PW
1 } 的一个极大

的本质不同子集。对每个 T ∈ TW，定义着色

Y (T ) = T ∩
⋃

PW∈PW
1

Y W
1 (PW ).

于是 (5.17) 说明 (TW , Y )b̃ 为 ≳ aη1-稠密的。通过鸽巢并精化 W 与 TW（这也诱导 PW
1 的精化），

可确保对每个 T ∈ TW、W ∈ W，#PW
1 [T ] 大小基本相同（相差至多因子 2）。仍用 W,TW ,PW

1 表
示这些精化后的集合。
此时 TW 是 PW

1 的平衡覆盖，并且仍有 CF -SW (PW
1 ) ⪅a a−2η1。由于 TW 是平衡覆盖，由注

4.3(A)（即 Frostman Wolff 常数向上继承），有 ℓ̃ := maxW∈W CF -SW (TW ) ⪅a a−2η1。最后定义
m̃ := maxW∈W CKT -CW (TW )。

步骤 3。此时我们已用凸集族 W 覆盖棱柱族 P1。对每个重标度集合 PW
1 ，已找到一族着色几乎充

分的管 TW。这些对象的体积关系为∣∣∣ ⋃
P∈P1[W ]

Y1(P )
∣∣∣ ∼ |W |

∣∣∣ ⋃
PW∈PW

1

Y W
1 (PW )

∣∣∣ ≥ |W |
∣∣∣ ⋃
T∈TW

Y (T )
∣∣∣. (5.18)

下面估计 ⋃
TW

Y (T ) 的体积。先考虑 b̃ ≤ aε/5。此时 (TW , Y )b̃ 为 ≳ b̃5η1/ε-稠密的，并且
CF -SW (TW ) ⪅a b̃−10η1/ε。若根据 η0 与 ε把 η1 取得足够小（例如 η1 = εη0/20即可），则可将 Ẽ(σ, ω)
中的 ε 换成 ε/2 并应用，得到∣∣∣ ⋃

T∈TW

Y (T )
∣∣∣ ≳ b̃ω+ε/2m̃−1(#TW )|T |

(
m̃−3/2ℓ̃(#TW )|T |1/2

)−σ

⪆a aε/2+2η1σbωm̃−1(#TW )|T |
(
m̃−3/2(#TW )|T |1/2

)−σ
.

(5.19)

43



另一方面，若 b̃ ≥ aε/5，则对任意 T ∈ TW，∣∣∣ ⋃
T∈TW

Y (T )
∣∣∣ ≥ |Y (T )| ≳ aη1 b̃2 ≥ aε/2, (5.20)

这比 (5.19) 更强，因此同样得到该估计。

步骤 4。我们已对每个W ∈ W 估计了 ⋃
TW

Y (T )的体积。接下来合并这些估计，以控制 ⋃
P∈P Y (P )

的体积。
W 中每个棱柱 W 的尺寸在因子 2 内相同，记为 s × t × 1。于是对每个 W ∈ W 和 T ∈ TW，

ϕ−1
W (T ) 与尺寸为 sb̃× tb̃× 1 的长方棱柱可比较。
令 P̂W = {ϕ−1

W (T ) : T ∈ TW }。也就是说，P̂W 是一族包含在 W 内的 sb̃ × tb̃ × 1 棱柱；
|T | ∼ |P̂ |/|W |，且 #P̂W = #TW。对每个 W ∈ W 与 P̂ = ϕ−1

W (T ) ∈ P̂W，定义自然着色
Ŷ (P̂ ) = ϕ−1

W (Y (T ))。(5.16) 允许我们把每个 W ∈ W 上的（重标度）体积估计 (5.18) 与 (5.19)
合并。定义 P̂ =

⊔
P̂W，则∣∣∣ ⋃

P∈P
Y (P )

∣∣∣ ⪆a |W |
∑

W∈W

[
aε/2+η1σbωm̃−1(#P̂W )

|P̂ |
|W |

(
m̃−3/2(#P̂W )

( |P̂ |
|W |

)1/2)−σ]
.

≈a aε/2+η1σbωm̃−1(#P̂)|P̂ |
(
m̃−3/2 #P̂

#W

( |P̂ |
|W |

)1/2)−σ
.

(5.21)

步骤 5。为了理解 (5.21)的右端，必须估计 m̃。回顾步骤 2中的鸽巢保证：对每个 T ∈ TW、W ∈ W，
#PW

1 [T ] 基本相同。因此每个 P̂ ∈ P̂ 满足 #P1[P̂ ] ≈a
#P1

#P̂
，从而

m̃ ⪅a m
|P̂ |
|P |

#P̂
#P1

. (5.22)

于是可如下估计 (5.21) 的右端：∣∣∣ ⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ⪆a aε/2+η1σbωm−1(#P1)|P |

(
m−3/2

( |P |
|P̂ |

#P1

#P̂

)3/2 #P̂
#W

( |P̂ |
|W |

)1/2)−σ

⪆a aε/2+3η1bωm−1(#P)|P |
(
m−3/2(#P)|P |1/2

)−σ

·
[
(#W)|W |1/2

]σ[ |P |
|P̂ |

(#P
#P̂

)1/2]−σ
.

(5.23)

上面的计算使用了 #P1 ⪆a δ−η1(#P)。

步骤 6。比较 (5.23) 与 (5.15) 的右端。还需分析 (5.23) 右端最后两个因子。先处理倒数第二个。由
于 W 中各集合是直径 ∼ 1 的凸集，每个 W ∈ W 都包含在一个体积为 O(|W |1/2) 的薄板中。因此

#P1[W ] ≲ CF -SW (P)|W |1/2(#P).

又因为 #P1[W ] ≈a
#P1

#W ⪆a aη1 #P
#W，所以 (#W)|W |1/2 ⪆a aη1CF -SW (P)−1 = aη1ℓ−1。
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步骤 7。下面处理 (5.23) 右端的最后一个因子。回顾 P 是一族 a× b× 1 棱柱，而 P̂ 中各棱柱具有
相同但未知的尺寸 sb̃× tb̃× 1。把这些尺寸记为 a′ × b′ × 1，其中 a ≤ a′ ≤ b′ 且 b′ ≥ b。由 (5.23)，
只要证明

|P |
|P̂ |

(#P
#P̂

)1/2
≲ D = max

P∈P
sup

ρ∈[a,b]

|P |
|Nρ(P )|

(
#P[Nρ(P )]

)1/2
. (5.24)

即可得到所需估计 (5.15)。
固定 P̂ ∈ P̂。令 P† 为包含在 P̂ 内的一族极大本质不同的 min(a′, b) × b × 1 棱柱，使每个

P ∈ P [P̂ ] 至少包含在某个 P † ∈ P† 中。我们声称

#P† ∼ (|P̂ |/|P †|)2. (5.25)

事实上，当 a′ ≤ b 时，(5.25) 右端为 (b′/b)2，其计数来自一个 b′× 1 长方形中可装入约 (b′/b)2 个本
质不同的 b× 1 长方形。当 a′ ≥ b 时，右端为 (a′b′/b2)2；这是因为一个 a′ × b′ × 1 棱柱中可装入约
(b′/a′)2 根本质不同的 a′ × a′ × 1 管，而每根这样的管又可装入约 (a′/b)4 根本质不同的 b × b × 1

管。
由 D 的定义，D ≥ |P |

|P †|
(
#P[P †]

)1/2
, 即 #P[P †] ≤

(
D |P †|

|P |
)2。因此由 (5.25)，

#P[P̂ ] ≲
( |P̂ |
|P †|

)2
#P[P †] ≲

( |P̂ |
|P †|

)2(
D
|P †|
|P |

)2
,

这正是 (5.24)。

5.3 命题 5.1 的证明：经由扁平盒因子分解的管

有了命题 5.14，现在可以证明命题 5.1。固定 ω > 0, 0 < σ ≤ 2/3，并假设 E(σ, ω)成立（因此由
命题 5.14，F(σ, ω)也成立）。令 κ, η > 0为下文指定的小量。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密的，δ ≤ a ≤ b ≤ 1，
且 W 是命题 5.1 中所述的一族与 a× b× 2 棱柱 W0 全等的副本。

步骤 1。经过二进鸽巢，可找到 (T, Y )δ 的精化 (T1, Y1)δ，满足
∑

T∈T1
|Y1(T )| ⪆δ

∑
T∈T |Y (T )|，以

及子集 W1 ⊂ W，使得对每个 W ∈ W1 和每个 x ∈
⋃

T∈T1[W ] Y1(T )，∣∣∣B(x, a) ∩
⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ∼ λ|B(x, a)|, 其中 λ ≥ |W |−1

∣∣∣ ⋃
T∈T1[W ]

Y1(T )
∣∣∣, (5.26)

其中“密度”λ = λ(W ) 对所有 W ∈ W 都相同（至多相差因子 2）。换言之，(5.26) 表示：若在尺度
a 上模糊着色 ⋃

T1[W ] Y1(T )（例如与 B(0, a) 的示性函数作卷积），则着色中的每一点密度都约为 λ。
进一步鸽巢后，可保证每个 (T1[W ], Y1)δ（W ∈ W1）都是 ≈δ δO(η)-稠密的；W1 是 T1 的

≈δ δ−O(η)-平衡覆盖；每个 TW
1 以 ⪅δ δ−O(η) 的误差满足 Frostman 凸 Wolff 公理。仍用 (T1, Y1)δ

与 W1 表示鸽巢后的输出。

步骤 2。固定 W ∈ W1。则 (TW
1 , Y W

1 )δ/b×δ/a×1 是一族凸集，每个都与 δ/b× δ/a× 1 棱柱可比较，
并带有 δO(η)-稠密着色。先考虑 b ≥ δ1−ε/100，于是 δ/b ≤ δε/100。此时该着色为 (δ/b)O(η)/ε-稠密的。
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若把 η 取得足够小，就可将估计 F(σ, ω) 中的 ε 换成 ε/2 并应用（由命题 5.14，F(σ, ω) 已成立），
得到 ∣∣∣ ⋃

TW∈TW
1

Y W
1 (TW )

∣∣∣ ≥ κε
(δ
b

)ε/2(δ
a

)ω
m−1

W (#TW )|TW |
(
m

−3/2
W ℓW (#TW )|TW |1/2

)−σ
, (5.27)

其中mW = CKT -CW (TW )，而 ℓW = CF -SW (TW ) ≤ CF -CW (TW ) ⪅δ δ
−O(η)。还要回顾 |TW | ∼ |T |/|W |。

估计 F(σ, ω) 还含有 (5.6) 中的附加项 D，但正如注 5.6 的情形 3 所讨论的，这里 D ≲ 1。
由于 CF -CW (TW ) ⪅δ δ

−O(η)，有 mW ⪅δ δ
−O(η)|TW |(#TW )，所以 (5.27) 给出对密度 λ（定义

见 (5.26)）的估计：

λ ≥
∣∣∣ ⋃
TW∈TW

Y W (TW )
∣∣∣ ⪆δ κε

(δ
b

)ε/2
δO(η)

(δ
a

)ω(
(#TW )1/2|TW |

)σ
. (5.28)

目前 (5.28)只在 b ≥ δ1−ε/100 时得到。若 b < δ1−ε/100，则每个 TW ∈ TW
1 的尺寸与某个 d1×d2× 1

可比较，其中 1 ≥ d2 ≥ d1 ≥ δε/100。这是因为

λ ≥ |Y W (TW )| ≥ δO(η)|TW | ≥ δε/50+O(η) ≥ δε/10.

步骤 3。对每个 W ∈ W1 定义着色

Ỹ1(W ) = W ∩Na

( ⋃
T∈T1[W ]

Y1(T )
)
.

由 (5.26)， ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ λ

∣∣∣ ⋃
W∈W1

Ỹ1(W )
∣∣∣. (5.29)

下面证明 (W1, Ỹ1)a×b×1 为 δO(η)-稠密的。论证如图 8 所示。固定 W ∈ W。由于 (TW
1 , Y W

1 ) 为
⪆ δO(η)-稠密，可进一步精化，使每个 T ∈ T1[W ]都满足 |Y1(T )| ⪆ δO(η)|T |。再经鸽巢，选取一族本质
不同的 a-管 Ta，构成 T1[W ]的 ≈δ 1-平衡覆盖。由于 (TW

1 , Y W
1 )以 ⪅δ δ

−O(η) 的误差满足 Frostman
凸 Wolff 公理，Ta 也以同样量级的误差满足该公理。着色 Ya(Ta) = Ta ∩ Na

(⋃
T∈T[W ] Y1(T )

) 为
≈δ δ

O(η)-稠密的。将引理 5.7 应用于 (TW
a , Y W

a )a/b×1×1，再撤销重标度 ϕW，得到∣∣∣W ∩Na

( ⋃
T∈T1[W ]

Y1(T )
)∣∣∣ ≥ ∣∣∣ ⋃

Ta∈Ta

Ya(Ta)
∣∣∣ ⪆δ δ

O(η)|W |.

步骤 4。还需估计 (5.29) 的右端。先考虑 a ≤ δε/100。此时 (W1, Ỹ1)a×b×1 为 aO(η/ε)-稠密的。若根
据 ε 把 η 取得足够小，则可应用 F(σ, ω) 得到∣∣∣ ⋃

W∈W1

Ỹ1(W )
∣∣∣ ≥ κεa

ε/2bωm̃−1(#W1)|W |
(
m̃−3/2ℓ̃(#W1)|W |1/2

)−σ
, (5.30)
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0 0 0 0  0 0 0  0 0 0  0 0 0  0 0 0 0 0 0 0

图 8: Ta 中每根 a-管（蓝色）至少包含 T1[W ] 中一根 δ-管（红色）；这根 δ-管具有稠密着色（红
点），从而在包含它的 a-管上诱导出稠密着色（蓝球；为清晰起见，仅对其中一根 a-管画出）。最
后，由于 W（黑色盒）厚度为 a，且 W 内的 a-管满足重标度后的 Frostman 凸 Wolff 公理，一个
L2 论证说明这些 a-管的并集具有几乎充分的体积。

其中 m̃ = CKT -CW (W1)，ℓ̃ = CF -SW (W1)。估计 F(σ, ω) 还包含 (5.6) 中的 D 项，不过我们声称命
题 5.1 的 (A)、(B) 两部分中均有

D ≲ δ−η. (5.31)

验证如下。在 (A) 中，假设 CKT -CW (W) ≤ δ−η；按注 5.6 的情形 1，这保证 D ≲ δ−η。在 (B) 中，
假设

CKT -CW (W[Nb(W )]) ≤ δ−η 对所有 W ∈ W .

按注 5.6 的情形 2，这同样保证 D ≲ δ−η，于是 (5.31) 成立。
综上，当 a ≤ δε/100 时得到 (5.30)。若 a > δε/100，则由∣∣∣ ⋃

W∈W1

Ỹ1(W )
∣∣∣ ≳ δε/20 ≳ δε/20m̃−1(#W1)|W |. (5.32)

也可得到 (5.30)。
将 (5.28)、(5.29) 与 (5.30)（当 a ≤ δε/100）或 (5.32)（当 a ≥ δε/100）结合，得到∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ⪆δ δ
ω+ε+O(η)−ε2/200

( b

a

)ω
m̃−1(#W1)|W |

(
m̃−3/2ℓ̃(#W1)|W |1/2

)−σ(( #T
#W1

)1/2 |T |
|W |

)σ

= δω+ε−ε2/300
( b

a

)ω
m̃−1(#W1)|W |

(
m̃−3/2ℓ̃(#W1)

3/2|W |3/2(#T)−1/2|T |−1
)−σ

. (5.33)

步骤 5。还需分析 (5.33)的右端。命题 5.1的 (A)、(B)两部分分别处理。先看 (A)。有 m̃ ≲ δ−η；又由于
W1是 T1的 ≈δ δ

−O(η)-平衡覆盖，由注 4.3(A)（Frostman Wolff常数向上继承），δη ℓ̃ ⪅δ CF -SW (T) = ℓ。
此外，W 是 T 的 δ−η-平衡、δ−η-近似分割覆盖，且对每个 W ∈ W 有 #T[W ] ≥ δηCKT -CW (T) |W |

|T |；
又 W1 是 W 的精化，所以 (#W1)|W | ⪆δ δ

ηm−1(#T)|T |。于是 (5.33) 的右端化为

δω+ε
( b

a

)ω
m−1(#T)|T |

(
m−3/2ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
,

这正是所需结论。
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再看 (B)。有 m̃ ⪅δ δ
−η|W |(#W) ⪅δ δ

−η|W |(#W1)，并且 ℓ̃ ⪅δ δ
−η。因此 (5.33) 右端化为

δω+ε
( b

a

)ω(
(#T)1/2|T |

)σ
.

命题 5.1 证毕。

5.4 命题 5.2 的证明：两个尺度上的因子分解

命题 5.2 的证明与命题 5.1 几乎相同。与其给出一个更复杂的统一证明，为了叙述清楚，我们
简要勾勒命题 5.2 的证明，并指出两者的不同之处。
首先精化着色 (T, Y )δ，找到子集 (T1, Y1)δ，使其在半径 a 的球上具有至少平均的密度；这对

应于 (5.26)。由引理 4.11，对每个 W ∈ W，CF -SW (TW ) ⪅δ⪅δ CF -SW (TTρ) · CF -SW (TW
ρ ) ⪅δ δ−ηℓ′。

因此 (5.27) 的对应形式为∣∣∣ ⋃
TW∈TW

1

Y W
1 (TW )

∣∣∣ ≳ (δ
b

)ε/2(δ
a

)ω
m−1(#TW )|TW |

(
m−3/2(δ−ηℓ′)(#TW )|TW |1/2

)−σ
, (5.34)

其中 m = CKT -CW (T)。由此得到 (5.28) 的对应形式：

λ ⪆δ

(δ
b

)ε/2
δO(η)

(δ
a

)ω
m−1(#T[W ])|T |

(
m−3/2ℓ′(#TW )|TW |1/2

)−σ
. (5.35)

下一步是在 W 上定义稠密着色。正是在这里使用 W 关于 Frostman 凸 Wolff 公理以误差
≤ δ−η 从下因子分解 Tρ 的事实；它允许我们采用命题 5.1 证明步骤 3 中的同一论证，得到 Ỹ1(W )

为 δO(η)-稠密的。
最后，我们有 (5.30) 的对应形式：∣∣∣ ⋃

W∈W1

Ỹ1(W )
∣∣∣ ≳ aε/2bωm̃−1(#W1)|W |

(
m̃−3/2ℓ̃(#W)|W |1/2

)−σ
, (5.36)

其中 m̃ = CKT -CW (W1) ≤ δ−η（由假设），且 ℓ̃ = CF -SW (W1) ⪅ δ−ηℓ（由注 4.3(A)）。
将 (5.35) 与 (5.36) 合并（采用得到 (5.33) 时的同一论证），得到∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≳ δε+ω
( b
a

)ω
m−1(#T)|T |

(
m−3/2ℓℓ′(#T)|T |1/2

)−σ
.

5.5 组织到薄板中的管

本节最后利用目前建立的工具证明如下结论。设 (T, Y )δ 为一族管及其着色。假设对每个 T ∈ T，
都存在一个包含 T 的 δ × b × 1 薄板 S，使 S 与 ⋃

T Y (T ) 有很大交集。那么只要 CKT -CW (T) 很
小，⋃

T Y (T ) 的体积就会大于估计 E(σ, ω) 所预期的大小；而且 CKT -CW (T) 越小、b 越大，估计越
强。精确陈述如下。
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引理 5.17. 设 ω > 0, σ ∈ [0, 2/3]，并假设 E(σ, ω) 成立。对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所有
δ > 0 下述结论成立。设 (T, Y )δ 为一族管及其着色。令 b ≥ δ，并假设对每个 T ∈ T 都存在包含
T 的 δ × b× 1 棱柱 S，满足 ∣∣S ∩

⋃
T∈T Y (T )

∣∣ ≥ δη|S|。则∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδεbωm−1(#T)|T |

(
m−1ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
( |S|
|T |

)σ/2
, (5.37)

其中 m = CKT -CW (T)，ℓ = CF -SW (T)。

注 5.18. 注意，(5.37) 中 m 的总指数仅为 mσ−1，而不是 E(σ, ω) 中通常的 m(3/2)σ−1。这很可能不
是最优的，但实际中我们只会在 m 大小约为 1 时应用引理 5.17，所以这一差别并不重要。

证明. 经过鸽巢，可选取 (T, Y )δ 的一个 ≈δ 1 精化 (T1, Y1)δ，以及一族本质不同的 δ × b× 1 薄板
S，满足：

• 对每个 T ∈ T1 及其对应薄板 S(T )，存在 S 中某个与 S(T ) 可比较的薄板 S。记为 T ∼ S；

• 存在整数 N，使得对 S 中每个薄板，都有 N 到 2N 根 T ∈ T1 满足 T ∼ S。

略微滥用记号，把 S 中每个薄板替换为其 10 倍膨胀。于是：

(i) S 覆盖 T1；

(ii) 对每个 S ∈ S，#T[S] ≥ N；

(iii) #S ∼ N−1(#T1)；

(iv) 着色 Y (S) = S ∩
⋃

T∈T Y (T ) 为 ≳ δη-稠密的。

由 (ii)、(iii)，
CF -SW (S) ≲ CF -SW (T1) ⪅δ δ

−ηℓ,

并且
CKT -CW (S) ≲ CKT -CW (T1)

#S
#T1

|S|
|T |

⪅δ δ
−ηm

#S
#T

|S|
|T |

. (5.38)

我们希望利用命题 5.14，把估计 F(σ, ω) 应用于 ⋃
Y (S)。在此之前先估计 (5.6) 中的 D。由注 5.6

的情形 2 与 (5.38)，

D ≲
(

sup
S∈S

CKT -CW (S[Nb(S)])
)1/2

⪅δ

(
δ−ηm

#S
#T

|S|
|T |

)1/2
.
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若根据 ω, σ, ε 把 η, κ > 0 取得足够小，则可应用 F(σ, ω) 得到∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ ∣∣∣ ⋃

S∈S
Y (S)

∣∣∣
≥ κδε/2bωCKT -CW (S)−1(#S)|S|

(
CKT -CW (S)−3/2CF -SW (S)(#S)|S|1/2

)−σ
D−σ

⪆δ κδ
ε/2+2ηbωm−1(#T)|T |

(
m−1ℓ(#T)|T |1/2

)−σ(
m1/2 |S|

|T |
(#S)1/2

(#T)1/2
D−1

)σ

⪆δ κδ
ε/2+2ηbωm−1(#T)|T |

(
m−1ℓ(#T)|T |1/2

)−σ( |S|
|T |

)σ/2
.

我们经常只需要引理 5.17 的如下较弱版本。

推论 5.19. 设 ω > 0, σ ∈ (0, 2/3]，并假设 E(σ, ω) 成立。对任意 ε > 0，存在 η, c > 0，使得对所有
δ > 0 下述结论成立。设 (T, Y )δ 为一族管及其着色。令 ρ ≥ δ，并假设对每个 T ∈ T 都存在包含
T 的 ρ-管 Tρ，满足

∣∣Tρ ∩
⋃

T∈T Y (T )
∣∣ ≥ δη|Tρ|。则∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδερωm−1(#T)|T |
(
m−1ℓ(#T)|T |1/2

)−σ
(ρ
δ

)σ/2
, (5.39)

其中 m = CKT -CW (T)，ℓ = CF -SW (T)。

6 断言 D 与 E 等价

本节目标是证明命题 1.6。为此需要使用 [26] 的一个结果。非正式地说，该结果表明：若一族
δ-管在许多不同尺度上满足 Frostman 凸 Wolff 公理，则这些管的并集必须具有很大体积。为精确
陈述，先回顾 [26] 中的定义 2.12。
定义 6.1. 设 K ≥ 1, δ > 0。若 R3 中一族 δ-管 T 的管彼此本质不同，并且对每个 ρ0 ∈ [δ, 1]，都存
在 ρ ∈ [ρ0,Kρ0) 以及一族满足下述性质的 ρ-管 Tρ，则称 T 在每一尺度上以误差 K 满足 Frostman
凸 Wolff 公理：

(i) Tρ 是 T 的 K-平衡分割覆盖；

(ii) 对每个 Tρ ∈ Tρ，TTρ 以误差 K 满足 Frostman 凸 Wolff 公理。

接着回顾 [26] 中的定理 5.2。

定理 6.2. 对任意 ε > 0，存在 η, κ > 0，使得对所有 δ > 0 下述结论成立。设 T 是一族在每一尺
度上以误差 δ−η 满足 Frostman 凸 Wolff 公理的 δ-管，Y (T ) 为 δη-稠密着色。则∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδε. (6.1)
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当 ε < ω 时，定理 6.2 的结论比断言 E(σ, ω) 中的体积估计 (1.3) 更强，但 E(σ, ω) 的假设更
弱。下一结果说明，对每一族满足 Frostman 凸 Wolff 公理的管 T，下列三种情形至少发生一种：

(A) T 满足定理 6.2 的假设。只要选 ε < ω，这就是有利情形；

(B) 在某个适当尺度上，T 以约为 1 的误差满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。若已知某个 ω1 < ω 下
D(σ, ω1) 成立，这也是有利情形；

(C) 在某个适当尺度上，T 被扁平长方棱柱因子分解，因而满足命题 5.1 的假设。该情形同样有
利，因为可得到比 E(σ, ω) 更强的体积估计。

精确陈述如下。

命题 6.3. 设 ζ1 ≥ ζ2 ≥ ζ3 > 0。则存在 η > 0，使得对所有 δ > 0 下述结论成立。设 T 为一族以误
差 ≤ δ−η 满足 Frostman 凸 Wolff 公理的 δ-管。把 T 替换为一个 ≈δ 1 精化后，下列至少一个成立。

(A) 按定义 6.1，T 在每一尺度上以误差 δ−ζ1 满足 Frostman 凸 Wolff 公理。

(B) 存在 δ ≤ τ < ρ ≤ 1，满足 τ ≤ δζ1/5ρ；存在 T 的平衡分割覆盖 Tτ，以及 Tτ 的平衡分割覆
盖 Tρ，使得：

(i) 对每个 Tτ ∈ Tτ，CF -CW (TTτ ) ≲ δ−ζ2；
(ii) 对每个 Tρ ∈ Tρ，CKT -CW (TTρ

τ ) ≲ δ−ζ2，且 #TTρ
τ ≥ δζ2(ρ/τ)2；

(iii) CF -CW (Tρ) ⪅δ δ
−η。

(C) 存在 δ ≤ a < b ≤ 1，满足 a ≤ δζ2/100b，以及一族 a× b× 1 棱柱 W，它满足命题 5.1(B) 的
假设：W 以误差 O(δ−ζ3) 关于 Frostman 凸 Wolff 公理从上、从下因子分解 T。并且对每个
W ∈ W，CKT -CW (W[Nb(W )]) ≲ δ−ζ3。

命题 6.3 的证明推迟到第 6.3 节。
利用命题 6.3，先证明命题 1.6 的一个较弱形式；回顾 Ẽ 定义于定义 5.3。

引理 6.4. 设 0 < σ ≤ 2/3。对所有 ω, t > 0，存在 α > 0，使得对所有 ω′ ≥ ω + t 下述结论成立。
若 D(σ, ω) 与 E(σ, ω′) 都成立，则 Ẽ(σ, ω′ − α) 成立。

证明. 令 α = α(σ, ω, t) > 0 为下文指定的小数。令 η, κ > 0 为依赖于 ω, ω′, σ 的小数。目标是证明：
若 (T, Y )δ 为 δη-稠密的且 CF -SW (T) ≤ δ−η，则∣∣∣ ⋃

T∈T

∣∣∣ ≥ κδω
′−αm−1(#T)|T |

(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
, (6.2)

其中 m = CKT -CW (T)。注意，(6.2) 比目标估计 Ẽ(σ, ω′ − α) 略强，因为没有额外的 δε 损失；由于
ω′ − ω > 0 留出了一些余量，因此可以得到这一更强估计。

51



步骤 1。不妨假设对每个 T ∈ T 都有 |Y (T )| ≥ δη|T |。令 ζi = ζi(σ, ω, t)，i = 1, . . . , 5，为下文选择
的小量；我们将使 ζi+1 远小于 ζi，并使 η 远小于 ζ5。
先考虑存在子集 T′ ⊂ T，满足 #T′ ≥ δη(#T) 且 CF -CW (T′) ≤ δ−ζ4 的情形（这一假设一直保

留到步骤 4，届时再处理不存在这种子集的情形）。略微滥用记号，仍用 T 表示该子集。特别地，

#T ⪆δ δ
η+ζ4m|T |−1, 且 CF -CW (T) ≤ δ−ζ4 . (6.3)

若相对于 ζ1, ζ2, ζ3 把 ζ4 与 η 取得足够小，则可将命题 6.3 应用于 (T, Y )δ。选择 ζ1 = ζ1(ω) 并
把 η 取得足够小，使得若命题 6.3 的结论 (A) 成立，就可利用定理 6.2 得到∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≳ δω,

从而只要取 α(ω, t) ≤ t，(6.2) 即成立。以下假设结论 (A) 不成立。

步骤 2。假设命题 6.3 的结论 (B) 成立。如下在 Tτ 与 Tρ 上定义着色 Yτ、Yρ。对每个 Tτ ∈ Tτ，把
T[Tτ ] 上的着色精化，使其在半径 τ 的球上具有平均密度（见 (5.26) 及其附近讨论）。令 Yτ (Tτ ) 为
所有与 ⋃

T[Tτ ]
Y (T ) 相交的 τ -球之并。类似定义 Yρ（这也诱导 Yτ 与 Y 的精化）。

完成这些步骤后，(Tρ, Yρ)ρ为 δO(η)-稠密的；每个 (TTρ
τ , Y

Tρ
τ )τ/ρ为 δO(η)-稠密的；每个 (TTτ , Y Tτ )δ/τ

也为 δO(η)-稠密的。而且∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ (∣∣∣ ⋃

Tρ∈Tρ

Yρ(Tρ)
∣∣∣)( inf

Tρ∈Tρ

∣∣∣ ⋃
T

Tρ
τ ∈TTρ

τ

Y
Tρ
τ (T

Tρ
τ )

∣∣∣)( inf
Tτ∈Tτ

∣∣∣ ⋃
TTτ∈TTτ

Y Tτ (T Tτ )
∣∣∣). (6.4)

接下来如下估计右端三个因子：∣∣∣ ⋃
Tρ∈Tρ

Yρ(Tρ)
∣∣∣ ≥ δε1ρω

′(
(#Tρ)

1/2|Tρ|
)σ
, (6.5)

inf
Tρ∈Tρ

∣∣∣ ⋃
T

Tρ
τ ∈TTρ

Y
Tρ
τ (T

Tρ
τ )

∣∣∣ ≥ δε1
(τ
ρ

)ω((#Tτ

#Tρ

)1/2 |Tτ |
|Tρ|

)σ
, (6.6)

inf
Tτ∈Tτ

∣∣∣ ⋃
TTτ∈TTτ

Y Tτ (T Tτ )
∣∣∣ ≥ δε1

( δ
τ

)ω′(( #T
#Tτ

)1/2 |T |
|Tτ |

)σ
, (6.7)

其中 ε1 =
ζ1
24(ω − ω′)。

首先注意，若把 η 取得足够小，则当 ρ > δε1/2（相应地，δ/τ > δε1/2）时，(6.5)（相应地 (6.6)
或 (6.7)）自动成立，因为这些并集的体积至少等于一根管的体积。特别地：

• 要么 (6.5) 自动成立，要么 (Tρ, Yρ)ρ 为 ρO(η/ε1)-稠密的，并且 CF -CW (Tρ) ≲ ρ−2ζ2/ε1；

• 由于 ε1 ≤ ζ1/24且 τ ≤ δζ1/5ρ，每个 (TTρ
τ , Y

Tρ
ρ )τ/ρ为 (τ/ρ)O(η/ε1)-稠密的，并满足 CKT -CW (TTρ

τ ) ≲
(τ/ρ)−2ζ2/ε1 与 #TTρ

τ ≥ (τ/ρ)2ζ2/ε1(ρ/τ)2；
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• 要么 (6.7)自动成立，要么每个 (TTτ , Y Tτ )δ/τ 为 (δ/τ)O(η/ε1)-稠密的，并满足 CKT -CW (TTτ ) ≲
(δ/τ)−2ζ2/ε1。

若根据 ω, t 把 η 与 ζ2 取得足够小（原文记号中还写明 t ≤ ω − ω′；η, ζ2 也依赖于 ε1，而 ε1

只依赖于 ζ1 = ζ1(ω), ω, t），则由上面三点，(6.5)、(6.6)、(6.7) 分别由 E(σ, ω′)、D(σ, ω)、E(σ, ω′)

推出。
结合 (6.4)、(6.5)、(6.6) 与 (6.7)，得到∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ δ3ε1
(ρ
τ

)ω−ω′

δω
′
(
(#T)1/2|T |

)σ
≥ δ

ζ1(ω−ω′)
8 δω

′
(
(#T)1/2|T |

)σ
. (6.8)

将 (6.3) 与 (6.8) 结合可验证：只要 α(ω, t) ≤ ζ1t
16、ζ4 <

ζ1t
17，并把 η > 0 取得足够小，(6.2) 就成立。

以下假设命题 6.3 的结论 (B) 不成立。

步骤 3。假设命题 6.3 的结论 (C) 成立，即存在一族 a× b× 1 棱柱 W，其中 a ≤ δζ2/100b，并满足
命题 5.1(B) 的假设：W 以误差 O(δ−ζ3) 关于 Frostman 凸 Wolff 公理从上、从下因子分解 T；而
且对每个 W ∈ W，CKT -CW (W[Nb(W )]) ≲ δ−ζ3。
令 ε2 = ζ2ω/200。若根据 ζ2, ε2 把 ζ3 取得足够小（这两个量最终都只依赖于 ω, t），并把 η > 0

取得足够小，则由命题 5.1(B)（其中用 ε2 替代 ε）有∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ δω

′+ε2
( b

a

)ω′(
(#T)1/2|T |

)σ
≥ δω

′+ε2δ−
ζ2ω
100

(
(#T)1/2|T |

)σ
≥ δω

′− ζ2ω
200

(
(#T)1/2|T |

)σ
.

(6.9)

把 (6.3) 与 (6.9) 结合，可验证只要 α(ω, t) ≤ ζ2ω
400、ζ4 < ζ2ω

500，并把 η > 0 取得足够小，(6.2) 即成立。

步骤 4。最后考虑如下情形：每个满足 #T′ ≥ δη(#T) 的子集 T′ ⊂ T 都有 CF -CW (T′) > δ−ζ4。把
命题 4.6（凸集族的因子分解）应用于 T，记输出为 T′ 与 W。命题 4.6 的第 ii) 项给出 #T[W ] ≈δ

CKT -CW (T′) |W |
|T |。又因#T′ ≥ δη(#T)，有 CF -CW (T′) > δ−ζ4。另一方面，对每个W ∈ W，CF -CW (T′W ) ⪅δ

1，由此推出 |W | ⪅δ δ
ζ4（回顾 W 中各集合全等，因此体积相同）。

若 W 中的棱柱是扁平的，即与满足 a ≤ δζ5b 的 a× b× 1 棱柱可比较，则可把命题 5.1(A) 应
用于它们，其中令 ε3 = ζ5ω

′/2，得到∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ δω

′+ε3
( b

a

)ω′

(m′)−1(#T′)|T |
(
(m′)−3/2(ℓ′)(#T)|T |1/2

)−σ

⪆ δω
′− ζ5ω

′
2

+2ηm−1(#T)|T |
(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
.

(6.10)

第二个不等式使用了 #T′ ≥ δη#T、ℓ′ := CF -SW (T′) ⪅ δ−η、m′ := CKT -CW (T′) ≤ m 以及 σ ≤ 2/3。
于是只要 α(ω, t) ≤ ζ5ω

4 ≤ ζ5ω′

4 ，并把 η > 0 取得足够小，(6.2) 成立。
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最后考虑 W 中棱柱不扁平的情形，即 a ≥ δζ5b。把每个 W ∈ W 替换为其 b-邻域，再把对应
的 b-管族 Tb 精化一个因子 (b/a)3 ≤ δ−3ζ5（这是一个 b-管中可装入的本质不同 a× b× 1 棱柱数），
使 Tb 中各管本质不同。由于 |W | ⪅δ δ

ζ4 且 a ≥ δζ5b，有

b ⪅δ δ
ζ4/2−ζ5 ≤ δζ4/3. (6.11)

总结起来，Tb 具有以下性质：

• CKT -CW (Tb) ≲ b
aCKT -CW (W) ⪅δ δ

−ζ5 ≤ b−3ζ5/ζ4；

• CF -SW (Tb) ≲ δ−3ζ5CF -SW (W) ⪅δ δ
−3ζ5CF -SW (T) ⪅δ δ

−3ζ5−η；

• 对每个 Tb ∈ Tb，CF -CW (TTb) ≲ b
aCF -CW (TW ) ⪅δ δ

−ζ5，其中 W ∋ W ⊂ Tb 是包含 T[Tb] 中所
有管的棱柱；

• 对每个 Tb ∈ Tb，#TTb ⪅δ CKT -CW (W) ba#TW ⪅δ
b
am

|W |
|T | ⪅δ δ

−2ζ5m |Tb|
|T |。

（在第二项中，关键使用了 CF -SW (T) ≤ δ−η；这也解释了为何引理 6.4 的结论只说 Ẽ(σ, ω′ − α) 成
立，而不是表面上更强的 E(σ, ω′ − α) 成立。）
仿照步骤 2，对每个 T[Tb] 上的着色 Y (T ) 作精化，使其在半径 b 的球上具有平均密度。令

Yb(Tb) 为所有与
⋃

T[Tb]
Y (T ) 相交的 b-球之并。于是 (Tb, Yb)b 为 δη ≥ b3η/ζ4-稠密的。得到 (6.4) 的

如下二因子版本： ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ (∣∣∣ ⋃

Tb∈Tb

Yρ(Tb)
∣∣∣)( inf

Tb∈Tb

∣∣∣ ⋃
TTb∈TTb

Y Tb(T Tb)
∣∣∣). (6.12)

令 ε4 =
ζ4(ω−ω′)

12 。若根据 ζ4, ε4（最终依赖于 ω, t）把 ζ5 与 η 取得足够小，则可用断言 D(σ, ω)

中的估计 (1.2) 得到 ∣∣∣ ⋃
Tb∈Tb

Yρ(Tb)
∣∣∣ ≳ bω+ε4(#Tb)|Tb|

(
(#Tb)|Tb|1/2

)−σ
. (6.13)

最后希望得到 ∣∣∣ ⋃
TTb∈TTb

Y Tb(T Tb)
∣∣∣ ≳ δε4

(δ
b

)ω′(
(#TTb)1/2

|T |
|Tb|

)σ
. (6.14)

当 δ/b > δε4/2 时，(6.14) 来自以下初等事实：每个 Y (T ) 的着色为 ⪆ δη-稠密的，而左端并集
至少有一根管的体积。另一方面，当 δ/b ≤ δε4/2 时，只要根据 ζ4, ε4 把 ζ5 取得足够小，由于
CF -CW (TTb) ⪅ δ−ζ5，(6.14) 由断言 E(σ, ω′) 中的估计 (1.3) 得到。

由于对每个 Tb ∈ Tb 都有 #TTb ⪅ mδ−2ζ5 |T |
|Tb|（其中 m = CKT -CW (T)），(6.14) 化为

∣∣∣ ⋃
TTb∈TTb

Y Tb(T Tb)
∣∣∣ ≳ δε4+2ζ5

(δ
b

)ω′
m−1(#TTb)

|T |
|Tb|

(
m−3/2(#TTb)

( |T |
|Tb|

)1/2)−σ
. (6.15)
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结合 (6.12)、(6.13)、(6.15) 与 (6.11)，若取 ζ5 ≤ ζ4(ω − ω′)/12，则∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ δω

′+ε4+2ζ5bω−ω′+ε4m−1(#T)|T |
(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ

≥ δω
′− ζ4(ω−ω′)

12 m−1(#T)|T |
(
m−3/2(#T)|T |1/2

)−σ
.

(6.16)

因此只要 α(ω, t) ≤ ζ4t
12，并把 η > 0 取得足够小，(6.2) 成立。

现在用引理 6.4 证明命题 1.6。

命题 1.6 的证明. 设 0 ≤ σ ≤ 2/3, ω ≥ 0，并假设断言 D(σ, ω)成立。固定 t > 0，令 α = α(σ, ω, t) > 0

为引理 6.4 的输出。由于一根 δ-管体积约为 δ2，E(σ, 2) 总是成立。现在假设对某个 ω′ ∈ [ω + t, 2]，
E(σ, ω′) 成立。先应用引理 6.4，再应用命题 5.14，得到

E(σ, ω′) =⇒ Ẽ(σ, ω′ − α) =⇒ E(σ, ω′ − α).

反复迭代，得到某个 ω′′ ≤ ω + t 使 E(σ, ω′′) 成立，因此特别地 E(σ, ω + t) 成立。
但 t > 0 任意，而从 E 的定义直接可见，集合

{ω′ ∈ [ω, 2] : E(σ, ω′) 成立}

是闭区间。因此 E(σ, ω) 成立。

命题 1.6 的证明至此完成，唯一剩下的是证明命题 6.3。下面完成这一点。

6.1 命题 6.3 的证明：因子分解三分法

步骤 1。先对 T 作正则化。令 η > 0 为稍后确定的小量，并令 N = 1/η 为整数。定义 δi = δi/N，
i = 1, . . . , N。通过迭代鸽巢并把 T 替换为一个 | log δ|−N 精化，不妨假设对每个 i = 1, . . . , N，都
存在一族 δi-管 Tδi，构成 Tδi+1

的平衡分割覆盖。称形如 δi 的数为“容许尺度”。特别地，对每个
容许尺度 δi，

#T[Tδi ] ≈δ
#T
#Tδi

对每个 Tδi ∈ Tδi . (6.17)

接下来，对每个 TTδi 应用命题 4.6。命题的输出包括 TTδi 的一个 ≈ 1 精化（这会诱导 T 以及
所有 j > i 时 Tδj 的 ≈ 1 精化；注意精化后 (6.17) 仍成立。为简化记号，仍用 Tδi 与 T 表示这些
精化），以及一族 R3 中的凸集 W。若 |W | ≥ δζ1/2，则 CF -CW (TTδi ) ≤ δ−ζ1/2，此时称 TTδi 为类型
1。若 |W | < δζ1/2，则称其为类型 2。

现在按如下方式进行。对 i = N − 1, . . . , 1，若至少一半的 TTδi（Tδi ∈ Tδi）为类型 1，则把 Tδi

精化为仅保留那些 TTδi 为类型 1 的 Tδi；注意 (6.17) 精化后仍成立。称 T 通过第 i 阶段。若至少
一半为类型 2，则称 T 未通过第 i 阶段。
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若 T 通过每个阶段 i = N − 1, . . . , 1，由 (6.17)，对每个 i = 1, . . . , N，幸存的 Tδi 都是 T 的
≈δ 1-平衡分割覆盖。又因为通过第 i 阶段，对每个 Tδi ∈ Tδi 都有 CF -CW (TTδi ) ⪅δ δ

−ζ1/2。因此 T
在每一尺度上以误差 O(δ−ζ1) 满足 Frostman 凸 Wolff 公理，从而命题 6.3 的结论 (A) 成立。

步骤 2。设 T 未通过某个阶段 i ≥ 1。经鸽巢并把 Tδi 与 T 替换为 ≈δ 1 精化，不妨假设存在
δ ≤ a ≤ b ≤ 1，使得对每个 Tδi ∈ Tδi，将命题 4.6 应用于 TTδi 的输出包含一族 a

δi
× b

δi
× 1 棱柱

WTδi
，它是 TTδi 的 ≈δ 1-平衡覆盖，并以 ⪅δ 1 的误差关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理从上、关于

Frostman 凸 Wolff 公理从下因子分解 TTδi。
由于 Tδi 中各管本质不同，可再精化一个 ∼ 1 因子，使任意相交的不同管 Tδi , T

′
δi
∈ Tδi 都满

足 ∠(dir(Tδi), dir(T ′
δi
)) ≥ 100δi，从而特别有

diam(2Tδi ∩ 2T ′
δi
) ≤ 1

2
. (6.18)

定义
W =

⊔
Tδi

∈Tδi

ϕ−1
Tδi

(
WTδi

)
.

则 W 是一族凸集，每个都与 a× b× 1 棱柱可比较。由于 T 未通过第 i 阶段，W 中的棱柱远小于
Tδi 中的管；具体地，

|W | ≲ δζ1/2|Tδi |. (6.19)

我们声称 W 中的凸集本质不同。事实上，同一 WTδi
中任意两个凸集本质不同。若 W ∈ WTδi

、
W ′ ∈ WT ′

δi
来自不同的 Tδi , T

′
δi
，则由 (6.18)，diam(W ∩W ′) ≤ diam(Tδi ∩ T ′

δi
) ≤ 1/2，故 W,W ′

也本质不同。
由于 W 是 T 的 ≈δ 1-平衡覆盖，且 CF -CW (T) ⪅δ δ

−η，由注 4.3(A)（Frostman Wolff 公理向
上继承），CF -CW (W) ⪅δ δ

−η；把 η > 0 取得足够小，可使 CF -CW (W) ≲ δ−ζ3。

步骤 3。设 W 中的棱柱是扁平的，即 a ≤ δζ2/100b。我们的任务是证明 W 与精化后的 T 满足命题
6.3 的结论 (C)。

每个 W ∈ W 都来自某个 WTδi
。我们声称：若 W ′ ∈ W 且 W ′ ⊂ Nb(W )，则 W ′ 必须来自同

一个 WTδi
，即

W[Nb(W )] = (W[Tδi ])[Nb(W )] = ϕ−1
Tδi

(WTδi
)[Nb(W )]. (6.20)

若不然，W ′ 来自另一根 T ′
δi
，则 W ′ ⊂ Nb(W ) ∩ T ′

δi
⊂ 2Tδi ∩ T ′

δi
，从而后一个集合直径至少为 1，

与 (6.18) 矛盾。
由 (6.20)，

CKT -CW

(
W[Nb(W )]

)
= CKT -CW

(
(W[Tδi ])[Nb(W )]

)
≤ CKT -CW (WTρi

) ⪅δ 1.

所以 W 与精化后的 T 满足命题 6.3 的结论 (C)。
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步骤 4。现在考虑 W 中棱柱不扁平的情形，即 a > δζ2/100b。令 τ 为不小于 b 的最小容许尺
度。一个 b-管中至多可装入 O((b/a)3) 个本质不同的 a × b × 1 棱柱，而一个 τ -管中至多可装入
O(δ−4/N ) = O(δ−4η)根本质不同的 b-管。因此对每个 τ -管 Tτ，W[Tτ ] ≲ δ−4η(b/a)3 ≲ δ−4ζ2/100（最
后一步取 η ≤ ζ2/400）。对 T,W,Tτ 作鸽巢后，可假设 Tτ 是 W 的平衡分割覆盖，并且

1 ≤ #W[Tτ ] ≲ δ−4ζ2/100 对每个 Tτ ∈ Tτ . (6.21)

由于对每个 W ∈ W 都有 CF -CW (T[W ]) ⪅δ 1，由 (6.21) 得到对每个 Tτ ∈ Tτ，CF -CW (T[Tτ ]) ⪅δ

δ−4ζ2/100；这给出结论 (B.i)。
此时已经正确找到命题 6.3 的结论 (B) 中尺度 τ。尺度 ρ 怎么选？一个候选是 δi。由 (6.19)，

τ ≲ δζ1/4−2ζ2/100δi ≤ δζ1/5δi，正符合结论 (B) 的要求。
尺度 δi 已满足结论 (B) 的部分性质。回顾对每个 Tδi ∈ Tδi，CKT -CW (W[Tδi ]) ⪅δ 1。又因为

|Tτ | = (b/a)|W | ≤ δ−ζ2/100|W |，由 (6.21)，

CKT -CW

(
Tτ [Tδi ]

)
≤ δ−5ζ2/100 对每个 Tδi ∈ Tδi . (6.22)

这是结论 (B.ii) 的一半。若 #Tτ

#Tδi
≥ δ100η(δi/τ)

2（事实上较弱的 #Tτ

#Tδi
≥ δζ2(δi/τ)

2 就足够），则精
化后 Tδi 满足 (B.ii)，而 (B.iii) 由注 4.3(A) 得到，于是完成。

反之，设 #Tτ

#Tδi
< δ100η(δi/τ)

2。令 ρ 为 [δi, 1] 中满足

#Tτ

#Tρ
≥ δ100η(ρ/τ)2. (6.23)

的最小容许尺度。这样的 ρ ∈ [ρi, 1] 必存在：因为 CF -CW (Tτ ) ⪅δ δ−η，故 #Tτ ⪆δ δητ−2，所以
ρ = 1 满足 (6.23)，是一个有效候选。
对这一 ρ，特别有

δ100η(ρ/τ)2 ≤ #Tτ

#Tρ
≤ δ50η(ρ/τ)2, (6.24)

因为若右端不成立，则 (6.23) 会在更小的容许尺度上成立，与 ρ 的极小性矛盾。
暂时假设存在 Tτ 的一个 ⪆δ 1 精化（仍记作 Tτ），使

CF -CW

(
TTρ
τ

)
≤ δ−ζ2/2 对至少一半的管 Tρ ∈ Tρ. (6.25)

则 (6.24) 与 (6.25) 推出结论 (B.ii)，而 (B.iii) 再由 Frostman Wolff 公理向上继承得到。因此若
(6.25) 成立，命题 6.3 的结论 (B) 成立，证明结束。

步骤 5。我们声称：要么 (6.25) 成立（如上一步所述，证明完成），要么命题 6.3 的结论 (C) 成立。
设 (6.25) 不成立。对每个 TTρ 应用命题 4.6，再撤销 ϕTρ 的重标度，得到 T[Tρ] 的一个精化

（仍记为 T[Tρ]），以及包含在 Tρ 中的一族 s× t× 1 棱柱 UTρ（特别地 t ≤ ρ），它以 ⪅δ 1 的误差关
于 Frostman 凸Wolff 公理从下因子分解 T[Tρ]，且每个 T ∈ T[Tρ] 至多包含在 ⪅δ 1 个 U ∈ UTρ 中。
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对 Tρ 作鸽巢并精化，使其仅包含满足 CF -CW (TTρ
τ ) > δ−ζ2/2 的 Tρ（因 (6.25) 失败，这样的精

化存在），并使对应的 UTρ 都与某个公共尺寸 s× t× 1 可比较。因此

|U | ⪅δ δ
ζ2/2|Tρ|. (6.26)

（当 s ≥ τ 时可与 (6.19) 比较；当 s ≤ τ 时，则由 τ ≲ δζ1/5δi ≤ δζ1/5ρ 得到。）
先假设 s ≥ τ。由注 4.3(A)，CF -CW (TU

τ ) ⪅δ 1。由 (6.24) 与 CF -CW (TTρ
τ ) > δ−ζ2/2，

CKT -CW (Tτ [Tρ]) ≥ δ−ζ2/2+100η. (6.27)

因此由命题 4.6 的第 ii) 项，

#(T[Tρ])[U ] ⪆δ CKT -CW (T[Tρ])
( |U |
|T |

)
对每个 U ∈ UTρ .

由于 s ≥ τ 且 τ 是容许尺度，

CKT -CW (T[Tρ]) ⪆δ
#T
#Tτ

|T |
|Tτ |

CKT -CW (Tτ [Tρ]),

从而

#(Tτ [Tρ])[U ] ⪆δ CKT -CW

(
Tτ [Tρ]

)( |U |
|Tτ |

)
≥ δ−ζ2/2+100η

( |U |
|Tτ |

)
对每个 U ∈ UTρ . (6.28)

我们将证明
s < δζ2/100t. (6.29)

反设 s ≥ δζ2/100t。则 t ≤ δζ2/4ρ。由 (6.28) 及每根 Tτ [Tρ] 中的管至多包含在 ⪅δ 1 个 U ∈ UTρ 中，

#UTρ ⪅δ
#Tτ [Tρ]

infU∈UTρ
#(Tτ [Tρ])[U ]

⪅δ δ
ζ2/2−100η(#Tτ [Tρ])

|Tτ |
|U |

≤ δ
48
100

ζ2(#Tτ [Tρ])
(τ
t

)2
,

若 t′ 为不小于 t 的最小容许尺度，则

#Tt′ ≤ #
( ⋃

Tρ∈Tρ

UTρ

)
⪅δ δ

48
100

ζ2(#Tτ )
(τ
t

)2 ≤ δ
47
100

ζ2(#Tτ )
( τ
t′
)2
. (6.30)

由 (6.30) 可知 t′ ≥ δi。否则存在 t′-管 Tt′，满足 #Tτ [Tt′ ] ⪆δ δ−
47
100

ζ2 |Tt′ |
|Tτ |，且该 t′-管包含在某个

δi-管中，这会违反 (6.22)。
比较 (6.30) 与 (6.23)，可见 t′ ∈ [t, δζ2/5ρ] ⊂ [δi, δ

ζ2/5ρ] 是一个满足 (6.24) 的容许尺度，与 ρ

的最小性矛盾。因此 (6.29) 必成立。
当 (6.29) 成立时，我们恰好回到步骤 3 开头的情形：扁平棱柱族 U =

⋃
Tρ∈Tρ

UTρ 扮演 W 的
角色，而本质不同的 ρ-管族 Tρ 扮演 Tδi 的角色。采用完全相同、数值关系相同（至多差无害的 δη

因子）的论证，即得命题 6.3 的结论 (C)。
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现在设 (6.29) 不成立，即 δζ2/100t ≤ s < τ。若 s ≥ τδζ2/20，结合 s ≥ δζ2/100t，

CKT -CW (Tτ [Tρ]) ≤ δ−ζ2/4CKT -CW (UTρ) ⪅δ δ
−ζ2/4,

这与 (6.27) 矛盾。因此可假设 s ≤ τδζ2/20 且 s ≥ δζ2/100t。此时我们又处于步骤 4 开头的同一情
形，只需用 (s, t) 替代 (a, b)、用 U 替代 W、用 Tρ 替代 Tδi。此外还有附加条件 s/ρ ≤ δζ2/20τ/δi，
说明 U 中的棱柱比 W 中的棱柱显著更扁平。于是回到步骤 4 开头重复论证；不断迭代，直到结论
(B) 或 (C) 成立。该过程至多迭代 20/ζ2 次。注意每次迭代都会诱导 T 等的一个 ≈δ 1 精化，但总
迭代次数至多为 20/ζ2，所以这种精化是无害的。

7 R3 中管族的双尺度颗粒分解

Katz、Łaba 与 Tao 在 [16] 中证明：由一个（假想的）上 Minkowski 维数为 5/2 的挂谷集离
散化所产生的 R3 中 δ-管并集，都可以写成尺寸约为 δ × δ1/2 × δ1/2 的“颗粒”（即长方棱柱）之
并。Guth 在 [9] 中推广了这一结果，证明满足某种宽广性假设的任意 R3 中 δ-管并集，都可以写成
尺寸约为 δ × t× t 的颗粒之并，其中直径 t 与管的数量及其并集体积有关。

本节旨在证明一个关于 R3 中 δ-管并集的结构性结论，其精神与上述 Katz–Łaba–Tao 和 Guth
的结果相同，即下面的命题 7.5。如引言所述，命题 7.5 是证明命题 1.7 的关键一步：它帮助我们找
出可应用断言 E(σ, ω) 的正确尺度与凸集排列。
简而言之，命题 7.5 考察如下过程：先用 ρ-管覆盖一族 δ-管；在每个重标度后的 ρ-管内部应用

Guth 颗粒定理的一个变体；然后分析来自不同 ρ-管内部 δ-管所产生颗粒之间的相互作用。命题的
具体假设和结论较为技术化，它们是为了配合第 9 节中的论证而设计的。为陈述命题 7.5，先给出
若干定义。
定义 7.1. 设 λ > 0，0 < δ ≤ ρ ≤ 1，且 δ ≤ a ≤ b ≤ c、ρ = b/c。设 (T, Y )δ 为一族 δ-管及其着色，
Tρ 为 T 的平衡分割覆盖。若下述条件成立，则称 (P, Y )a×b×c 是 (T, Y )δ 关于（wrt）Tρ 的一个稳
健的 λ-稠密双尺度颗粒分解：

(i) 对每个 P ∈ P，存在唯一的 Tρ ∈ Tρ，满足 P ⊂ Tρ 且 ∠(dir(P ), dir(Tρ)) ≤ 2ρ。由此诱导分
割 P =

⊔
Tρ

PTρ。

(ii) 对每个 Tρ ∈ Tρ，集合 {Y (P ) : P ∈ PTρ} 两两不交，并且⋃
T∈T[Tρ]

Y (T ) =
⊔

P∈PTρ

Y (P ). (7.1)

(iii) (P, Y )a×b×c 为 λ-稠密的；并且存在数 µ，使对每个 Tρ ∈ Tρ 与每个 x ∈ (7.1)，都有
#T[Tρ]Y (x) ∼ µ。

(iv) 对每个 Tρ ∈ Tρ，以及每一对满足 T ∈ T[Tρ]、P ∈ PTρ 且 Y (T ) ∩ Y (P ) ̸= ∅ 的 T, P，管 T

都从 P 的“长端”离开（见图 9），并且 Y (T ) ∩ P ⊂ Y (P )。
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图 9: 一根管从颗粒的长端离开（左）以及未能如此离开的情形（中、右）。

注 7.2. 结论 (iv) 蕴含 a ≥ 2δ。通常我们关注 a ∼ δ 的情形，但有时取更大的 a 也很有用。
定义 7.3. 设 P 为一个 a × b × c 棱柱。定义 □(P ) 为包含 P、且与 P 有相同中心和法向方向的
ac
b × c× c 棱柱（后一个条件意味着 Π(P ) = Π(□(P ))）。注意 Π(P ) 与 Π(□(P )) 都只在精度 a/b 内
有定义。
设 P 为一族 a× b× c 棱柱，W 为凸集。定义

P⟨W ⟩ = {P ∈ P : □(P ) ⊂ W}.

由于 P ⊂ □(P )，有 P⟨W ⟩ ⊂ P [W ]。

注意，若 P, P ′ 是相交的 a × b × c 棱柱，并满足某个 K ≥ 1 下 ∠(Π(P ),Π(P ′)) ≤ K a
b，则

□(P ) 与 □(P ′) 的 K 倍加厚（即具有相同中心、方向和切平面、尺寸为 ac
b × c× c 的棱柱）在因子

K 内可比较。特别地，若 (P, Y )a×b×c 是一族棱柱及其着色，且对所有满足 Y (P ) ∩ Y (P ′) ̸= ∅ 的
P, P ′ ∈ P 都有 ∠(Π(P ),Π(P ′)) ≤ K a

b，则可以找到一族尺寸与 K ac
b × c× c 可比较的棱柱 W，使

每个 P ∈ P 至少包含在一个、至多包含在 O(1) 个形如 P⟨W ⟩（W ∈ W）的集合中。此外，集合族
{
⋃

P∈P⟨W ⟩ Y (P ) : W ∈ W} 的重叠次数为 O(1)。
在下面的论证中，我们将在某个小 ε > 0 下利用上述观察，并取 K ≤ δ−ε。由于将逐个分析

P⟨W ⟩，我们关心的是 CKT -CW (P⟨W ⟩)，而不是可能大得多的 CKT -CW (P)。每个W 至多包含 100K100

个本质不同的 □(P ) 型棱柱。因此若 K 不太大，CKT -CW (P⟨W ⟩) 可由 supP CKT -CW (P⟨2□(P )⟩) 控
制，其中 2□(P ) 表示 □(P ) 的二倍膨胀。这启发如下定义。
定义 7.4. 设 P 为一族 a× b× c 棱柱。定义

C loc
KT -CW (P) = max

P∈P
CKT -CW

(
P⟨2□(P )⟩

)
.
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有了这些定义，现在可以陈述第 7 节的主要结果。

命题 7.5. 设 ω > 0, σ ∈ (0, 2/3]，ζ ∈ (0, ω/1000)，并假设 E(σ, ω) 成立。则存在 α, η, κ > 0，使
得对所有 δ > 0 下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密的，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。
则下列至少一个成立。

(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
.

(B) 存在：

– 数 ρ 与 δ ≤ a ≤ b ≤ c ≤ 1，满足 ρ = b/c；
– (T, Y )δ 的一个 δζ 精化 (T′, Y ′)δ；
– 一族 ρ-管 Tρ；
– 一对 (G, Y )a×b×c。

这些对象满足：

(i) (T′, Y ′)δ 为 δζ-稠密的，CKT -CW (T′) ≤ δ−ζ，且 CF -SW (T′) ≤ δ−ζ；
(ii) Tρ 是 T′ 的平衡分割覆盖，并关于 Frostman 薄板 Wolff 公理以误差 δ−ζ 从上、从下因
子分解 T′；

(iii) (G, Y )a×b×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 Tρ 的一个稳健的 δζ-稠密双尺度颗粒分解；
(iv)

c ≥ δζ
ρ

δ

#Tρ

#Tδ
. (7.2)

(v) δ1−ω/100 ≤ ρ ≤ δω/100；
(vi) C loc

KT -CW (G) ≤ δ−ζ。

命题 7.5 的证明概览已在第 2.2 节给出。

固定 ω 与 σ。在命题 7.5 的证明中，ω > 0、σ ∈ (0, 2/3] 与 ζ > 0 的值始终不变。为简化后续叙述，
固定 ω、σ、ζ，它们在第 7 与第 8 节中保持不变。因此某些定义（如定义宽广性的定义 7.6）会依
赖这些量；预先固定后即可省略这种依赖。
如第 2.2 节所预告，我们将关键地使用 Guth 的方法，在每个重标度的 TTρ 内找到颗粒分解。

应用 Guth 技术要求管族满足一种“宽广性”条件。下面对此作说明。

7.1 宽广性

在下面的定义中，固定 β = ωζ/100。
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定义 7.6. 设 δ > 0，K ≥ 1。若对所有单位向量 v0 ∈ Rn 与所有 r ∈ [δ, 1] 都有

#{v ∈ V : ∠(v, v0) ≤ r} ≤ Krβ(#V).

则称 Rn 中单位向量组成的多重集 V ⊂ Sn−1 在尺度 ≥ δ 上以误差 K 宽广。
更一般地，设 V 包含在 Sn−1 中半径为 ρ 的圆盘 D 内。若对所有单位向量 v0 ∈ Rn 与所有

r ∈ [δ, ρ] 都有
#{v ∈ V : ∠(v, v0) ≤ r} ≤ K(r/ρ)β(#V).

则称 V 在 D 内、尺度 ≥ δ 上以误差 K 宽广。
定义 7.7. 设 (T, Y )δ 为一族管及其着色，Tρ 为 T 的一个覆盖。

(A) 若对每个 x ∈
⋃

T∈T Y (T )，单位向量集合 {dir(T ) : x ∈ Y (T )} 都在尺度 ≥ δ 上以误差 K 宽
广，则称 (T, Y )δ 以误差 K 宽广。

(B) 若对每个 Tρ ∈ Tρ，(TTρ , Y Tρ)δ/ρ 都以误差 K 宽广，则称 (T, Y )δ 关于覆盖 Tρ 以误差 K 宽
广。

下面的结果是“两端”约化的一个变体。一般而言，一族单位向量 V 未必能以小误差宽广；但
下一结果表明，总可以找到某个 ρ，使每个局部化到 ρ-圆盘内的部分宽广。精确陈述如下。

引理 7.8. 设 δ > 0，V 为 Rn 中一族指向彼此 δ-分离方向的向量。则存在尺度 ρ ∈ [δ, 1]、一族两
两不交的半径 ρ 球 B（B ⊂ Sn−1），以及集合 VB ⊂ V ∩B，使：

(i) 每个 VB 的基数满足 ≳ ρβ(#V)；

(ii) VB 在 B 内、尺度 ≥ δ 上以误差 100 宽广；

(iii)
⋃

B VB ≳ (log 1/δ)−1(#V)。

证明. 贪心构造递减集合列 V = V0 ⊃ V1 ⊃ · · ·。对每个 i ≥ 1，选择单位向量 vi 与半径 ri ∈ [δ, 1]，
使

r−β
i (#Vi−1 ∩B(vi, ri)). (7.3)

最大。令 Wi = Vi−1 ∩B(vi, ri)，Vi = Vi−1\B(vi, 100ri)。注意 #(Vi−1 ∩B(vi, 3ri)) ≤ 100β(#Wi)。
不断进行，直到 #Vi ≤ 1

2#V。
我们声称，对每个指标 i、每个单位向量 v 与每个 r ≥ δ，

#(Wi ∩B(v, r)) ≤ 100(r/ri)
β(#Wi). (7.4)

这将给出结论 (ii)。若 (7.4) 对某个 (v, r) 失败，则与 (vi, ri) 在 (7.3) 中的极大性矛盾。
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还要注意，由于 ri = 1 是 r 的一个合法选择，#Wi ≥ rβi (#Vi−1) ≥ 1
2r

β
i (#V)。最后，若

ri ≤ rj ≤ 2ri，则球 2B(vi, ri) 与 2B(vj , rj) 必不相交。事实上，不妨假设 Wi,Wj 都非空。若 i < j，
则 B(vj , rj) ∩ B(vi, 100ri)

c ̸= ∅；若 j < i，则 B(vi, ri) ∩ B(vi, 100rj)
c ̸= ∅。结合 ri ≤ rj ≤ 2ri 即

得 2B(vi, ri) ∩ 2B(vj , rj) = ∅。
最后通过二进鸽巢选取尺度 ρ ∈ [δ, 1]，使 #

⋃
i:ρ/2≤ri≤ρWi ≳ (log 1/δ)−1(#V)。这给出两两不

交的球族 B（把每个 B(vi, ri) 替换为 B(vi, ρ) 是无害的；由上面观察，这些球仍不相交）。

注 7.9. 引理 7.8 与标准的“两端”宽广性约化相似。不过标准做法通常只把 V 替换为某一个 ρ-球
B 中的 V ∩B，所得集合基数仅为 ≳ ρβ(#V)。在我们的应用中，这会造成不可接受的基数损失。

推论 7.10. 设 (T, Y )δ 为一族 δ-管及其着色。则存在 (T, Y )δ 的一个 ⪆δ 1 精化 (T′, Y ′)δ、尺度
ρ ∈ [δ, 1]，以及 (T′, Y ′) 的平衡分割覆盖 Tρ，使：

(i) 每个 x ∈ R3 至多包含在 ⪅δ ρ
−β 个形如 ⋃

T′[Tρ]
Y ′(T )、Tρ ∈ Tρ 的集合中；

(ii) T′ 关于覆盖 Tρ 以误差 ≈δ 1 宽广。

证明. 由二进鸽巢，选取 µ ≥ 1与 (T, Y ) 的一个 (log 1/δ)−1 精化 (T, Y1)δ，使每个 x ∈
⋃

T∈T Y1(T )

都满足 #{T ∈ T : x ∈ Y1(T )} ∼ µ。对每个 x ∈
⋃
Y1(T ) 应用引理 7.8，得到尺度 ρx ∈ [δ, 1] 与一族

两两不交的 ρx 球 Bx ⊂ S2。进一步二进鸽巢可选取：

• 公共尺度 ρ；

• 重数 ν ≥ 1 与 N ≲ ρ−β；

• 一族 S2 中的 ρ-球 B，其 100ρ 邻域两两不交；

• (T, Y1)δ 的一个 ≳ (log 1/δ)−1 精化 (T, Y2)δ。

这些对象可使如下性质成立：对每个 x ∈
⋃

T Y2(T )，单位向量集合 {dir(T ) : x ∈ Y2(T )} ⊂ S2 可由
B 中 N 个球覆盖；对每个这样的球 B，集合 B ∩ {dir(T ) : x ∈ Y2(T )} 的基数为 ν，且在 B 内以
O(1) 的误差宽广。
再把 T 精化一个 ≈δ 1 因子，得到 (T, Y2)δ 的一个 ≈δ 1 精化 (T2, Y2)δ，以及一族 ρ-管 Tρ，使

Tρ 是 T2 的平衡分割覆盖，而且凸集族 {3Tρ : Tρ ∈ Tρ} 也是 T2 的分割覆盖。因此对每个 Tρ ∈ Tρ，
T2[Tρ] = T2[3Tρ]。
对每个 T ∈ T2，若 T ⊂ Tρ ∈ Tρ，定义

Y3(T ) = {x ∈ Y2(T ) : #{T ′ ∈ T2[Tρ] : x ∈ Y2(T
′)} ≥ κ0ν}.

由于 (T2, Y2)δ 是 (T, Y2)δ 的 ≈δ 1 精化，若把 κ0 > 0 取得足够小（依赖于上文隐含常数），则
(T2, Y3)δ 是 (T2, Y2)δ 的 ≈δ 1 精化。并且对每个 x ∈

⋃
T∈T[3Tρ]

Y3(T ) =
⋃

T∈T[Tρ]
Y3(T )，单位向量

63



集合 {dir(T ) : T ∈ T2[3Tρ] = T2[Tρ], x ∈ Y3(T )} 在 B(dir(Tρ), 2ρ) 内按定义 7.6 以 O(1) 误差宽广。
因此 (T2, Y3)δ 与 {3Tρ : Tρ ∈ Tρ} 满足推论 7.10 的结论（用 3ρ 代替 ρ）。

下一结果说明，每一对 δ-管及其着色 (T, Y )δ 要么在某个尺度 δ << ρ << 1 上宽广，要么其中
的管几乎互不重叠。

引理 7.11. 设 δ > 0，(T, Y )δ 为一族 δ-管及其着色。则至少下列一个成立：

(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ⪆δ δ

ω/2
∑
T∈T

|Y (T )|. (7.5)

(B) 存在尺度 ρ ∈ [δ1−ω/100, δω/100]、(T, Y ) 的一个 ≈δ 1 精化 (T′, Y ′)δ，以及 T 的平衡分割覆盖
Tρ，使 (T′, Y ′)δ 关于 Tρ 以误差 O(1) 宽广。

证明. 令 r = δω/100。把 (T, Y )δ 替换为一个 ∼ 1 精化后，可找到 T 的分割覆盖 Tr。对每个
(TTr , Y Tr)δ/r 应用推论 7.10。对 Tr 与 T 作二进鸽巢后，可假设所得尺度（记为 ρ̃）对每个 Tr ∈ Tr

都相同。定义 ρ = ρ̃r，并令 (T′, Y ′) 是 (T, Y )δ 的 ≈δ 1 精化，由每个 Tr 中推论 7.10 给出的管及
其着色组成。

Tr 构成 T′ 的分割覆盖，而对每个 Tr ∈ Tr，推论给出的重标度 ρ-管构成 T′[Tr] 的分割覆盖。
因此若令 Tρ 为这些 ρ-管之并，则 Tρ 是 T′ 的分割覆盖，而且 (T′, Y ′)δ 关于 Tρ 以误差 O(1) 宽广。
现在只差结论 (B) 的尺度范围：目前只知 ρ ∈ [δ, δω/100]，尚未知道 ρ ≥ δ1−ω/100。下面证明若

ρ < δ1−ω/100，则结论 (A) 成立。
由于 Tr 中各管本质不同，同一点至多通过 O(r−2) 根这样的管。由推论 7.10(i)，对每个 Tr 与

每个 x ∈ Tr，
#{Tρ ∈ Tρ[Tr] : x ∈

⋃
T∈T′[Tρ]

Y ′(T )} ⪅δ ρ
−β ≤ δ−ω/100.

回顾第 7.1 节开头固定了 β = ωζ/100。
最后，对每个 Tρ ∈ Tρ，同一点至多通过 (ρ/δ)2 根 T′[Tρ] 中的管，而同一点至多通过 r−2 根不

同的 Tr ∈ Tr。因此
#T′

Y ′(x) ≲ δ−ω/100
( ρ

δr

)2 对每个 x ∈ R3.

综上，若 ρ < δ1−ω/100，则结论 (A) 成立；否则结论 (B) 成立。

本节最后给出两个关于宽广向量集之并的结果。第一个是直接的：宽广集的并仍然宽广。证明
从略。

引理 7.12. 设 δ > 0，B ⊂ Sn−1 为一个圆盘，Vi（i = 1, . . . , N）为 B 中的单位向量集合。若每个
Vi 都在 B 内、尺度 ≥ δ 上以误差 K 宽广，则多重集 ⊔N

i=1 Vi 也在 B 内、尺度 ≥ δ 上以误差 K

宽广。

64



第二个结果描述不同尺度上的宽广性如何组合。

引理 7.13. 设 0 < δ < ρ ≤ 1。设 U 为 Rn 中一族单位向量。对每个 u ∈ U，设 Vu ⊂ B(u, ρ) ⊂ Sn−1

包含在以 u 为中心、半径 ρ 的圆盘中。假设 U 在尺度 ≥ ρ 上以误差 K1 宽广，而每个 Vu 在 B(u, ρ)

内、尺度 ≥ δ 上以误差 K2 宽广。再假设各 Vu 的基数彼此可比较（至多相差因子 2）。则多重集⊔
u∈U Vu 在尺度 ≥ δ 上以误差 O(K1K2) 宽广。

证明. 令 V =
⊔

u∈U Vu。由假设，存在M1，使对每个 Vu都有M1 ≤ #Vu ≤ 2M1。令X = supu0
#{u ∈

U : ∠(u, u0) ≤ ρ}，下确界遍历所有单位向量 u0 ∈ Sn−1。由于 U 在尺度 ≥ ρ 上以误差 K1 宽广，取
达到上述上确界的 u0，有

X ≤ #{u ∈ U : ∠(u, u0) ≤ ρ} ≤ K1ρ
β(#U),

因而 #U ≥ K−1
1 ρ−βX。

先考虑 r ∈ [δ, ρ]。对每个单位向量 v0，至多有 O(X) 个 u ∈ U 使 {v ∈ Vu : ∠(v, v0) ≤ r} 非空。
对每个这样的 u，

#{v ∈ Vu : ∠(v, v0) ≤ r} ≲ K2(r/ρ)
β(2M1) ≲ K1K2r

β(#U)X−1M1.

所有这类 u 的总贡献至多为 ≲ K1K2r
β(#V)。

再考虑 r ∈ [ρ, 1]。有

#{v ∈ V : ∠(v, v0) ≤ r} ≲ 2M1(#{u ∈ U : ∠(u, v0) ≤ 2r}) ≤ M1K1r
β(#U) = K1r

β(#V).

7.2 宽广性与 Frostman 薄板 Wolff 公理

给定一对 (T, Y )δ，引理 7.11 允许我们找到一个集合 Tρ，使得各对 (TTρ , Y Tρ)δ/ρ 都具有宽广
性。下面的结果说明，在适当假设下，Tρ 将关于 Frostman 薄板 Wolff 公理对 T 进行因子分解。精
确表述如下。

引理 7.14. 假设 E(σ,ω) 成立，并令 ε > 0。则存在 α, η, κ > 0，使得对所有 0 < δ ≤ ρ ≤ 1，下述
结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。设 Tρ 是 T 的一个平
衡覆盖，并假设 (T, Y )δ 相对于覆盖 Tρ 以误差 δ−η 宽广。则下列结论至少有一个成立。

(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
. (7.6)

(B) 存在一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ 以及集合 T′
ρ ⊂ Tρ，使得 T′

ρ 关于 Frostman 薄板 Wolff 公理，以
误差 δ−ε 从上方和下方对 T′ 进行因子分解。
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简述证明思路如下。我们在每个集合 TTρ 内应用命题 4.8，用棱柱 W 覆盖 T[Tρ] 中的管，使得
每个集合 TW 都以较小误差满足 Frostman 薄板 Wolff 公理，并且来自不同棱柱的 T[Tρ] 中的管彼
此不相互作用（即它们的着色几乎不相交）。每个棱柱 W 都包含在其对应的 ρ-管 Tρ 内。若 W 几
乎与 Tρ 一样大，则 CF -SW (TTρ) 必须几乎与 CF -SW (TW ) 一样小，而后者的量级约为 1。此时结论
(B) 成立。
反之，假设这些棱柱比 Tρ 小得多；记其尺寸为 s× t× 1，其中 δ ≤ s ≤ t。由于每个棱柱都包

含在一根 ρ-管中，我们还有 t ≤ ρ。因此，当这些棱柱远小于 ρ-管时，特别有 s << ρ。
接下来利用管族相对于覆盖 Tρ 的宽广性假设来证明 t ∼ ρ。由于 s << ρ，这意味着这些棱柱

是扁平的。具体而言，宽广性保证，通过一个典型公共点 x ∈
⋃

T∈T[Tρ]
Y (T ) 的典型一对管之间的

夹角约为 ρ。这样一对管包含在同一个棱柱 W 中，因此 W 必须具有“宽度”ρ；也就是说，每个
W 的尺寸约为 s× ρ× 1。

综上，在论证的这一阶段，每根 δ-管都包含在一个尺寸约为 s× ρ× 1、且 s << ρ 的扁平棱柱
W 中。此外，在一个典型点 x ∈ Y (T ) 处，至少还有另一根 T 中的管包含在同一个扁平棱柱 W 中，
并且这第二根管以约为 ρ 的角度与 T 相交。因此，将 T 的发刷（即所有与 T 相交的管之并）限制
在 T 的 ρ

sδ-邻域内时，它会填充一个尺寸约为 δ × ρ
sδ × 1 的长方薄板。这恰好属于引理 5.17 的适

用情形；该引理说明 ⋃
T Y (T ) 比估计 E(σ, ω) 所预期的更大，于是结论 (A) 成立。下面给出细节。

引理 7.14 的证明.
步骤 1. 可以假设 ρ ≤ δε/10；否则，选取一根至少包含 ρ4(#T) 根 T 中管的 ρ-管即可推出结论 (B)。
同样可以假设 ρ ≥ δε/10；否则取 T′ = T、T′

ρ = Tρ，结论 (B) 平凡成立。
通过抽屉原理并将 Tρ 替换为子集 Tρ,1，可以找到 (T, Y )δ 的一个 ≈δ 1 精化 (T1, Y1)δ，使得

Tρ,1 是 T1 的平衡覆盖，并且每个 (TTρ

1 , Y ρ)δ/ρ 都是 ⪆δ δ
η ⪆ρ ρ10η/ε-稠密的。

令 ε1 = εβ/1600。对每个集合 TTρ

1 ，在命题 4.8 中以 ε1 代替 ε。得到一族凸集 WTρ，它关于
Frostman 薄板 Wolff 公理，以误差 (δ/ρ)−ε1 ≤ δ−ε1 从下方对 TTρ

1 的一个 (δ/ρ)ε1 比例进行因子分
解。滥用记号，我们仍以 TTρ

1 表示这一比例的子族。只要选取 η > 0 足够小（依赖于 ε 和 ε1），即
可完成上述操作。
再作一次抽屉化（它诱导 (T1, Y1) 的进一步 ≈δ 1 精化 (T2, Y2)δ，并将 Tρ,1 替换为子集 Tρ,2），

可假设对每个 Tρ ∈ Tρ,2，ϕ−1
Tρ

(WTρ) 中的凸集具有相同尺寸（至多相差因子 2）；记这些尺寸为
s × t × 1。还可假设，对所有 Tρ ∈ Tρ,2，CF -SW (TTρ

2 ) 的值彼此相同（至多相差因子 2），且每个
Tρ ∈ Tρ,2 的质量

∑
T∈T[Tρ]

|Y2(T )| 也彼此相同（至多相差因子 2）。
令 W =

⋃
Tρ∈Tρ

ϕ−1
Tρ

(WTρ)。于是当前情形概括如下：

(i) 对每个 Tρ ∈ Tρ,2，有
∑

T∈T2[Tρ]
|Y2(T )| ⪆δ δ

ε1
∑

T∈T[Tρ]
|Y (T )|。

(ii) 有一族尺寸为 s× t× 1 的凸集 W，且 T2 ≺ W ≺ Tρ。

(iii) 对每个 Tρ ∈ Tρ,2，集合
⋃

T2[W ] Y2(T ), W ∈ W [Tρ] 两两不交。
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(iv) 对每个 W ∈ W，有 CF -SW (TW
2 ) ≤ δ−ε1。

由 (ii) 和 (iv)，对每个 Tρ ∈ Tρ 有

CF -SW (TTρ

2 ) ≤
(

sup
W∈W[Tρ]

CF -SW (TW
2 )

)( |Tρ|
|W |

)100
≤ δ−ε/2

( |Tρ|
|W |

)100
. (7.7)

上式最后一项有意采用了一个很粗糙的估计，用来控制一根 ρ-管内能够容纳的本质不同 s × t × 1

棱柱的数量。
若

(
|Tρ|
|W |

)100
≤ δ−ε/2，则取 (T′, Y ′)δ = (T2, Y2) 与 Tρ = Tρ,2 即得结论 (B)，证明结束。

步骤 2. 以下假设
|W | ≤ δε/200|Tρ|. (7.8)

目标是对适当的 α 证明 (7.6)。
W 中每个棱柱的尺寸为 s× t× 1，且 t ≤ ρ。我们声称反向不等式几乎成立。具体地，

t ⪆δ δ
2ε1
β ρ. (7.9)

回忆定义 7.7：对每个 Tρ ∈ Tρ,2 及每个 x ∈
⋃

T∈T[Tρ]
Y (T )，都有

#{T ∈ T[Tρ] : x ∈ Y (T ), ∠(v, dir(T )) ≤ r} ≤ δ−η(
r

ρ
)β#{T ∈ T[Tρ] : x ∈ Y (T )}, v ∈ S2, r ≥ δ.

(7.10)
由上面的 (i)，至少存在一点 x ∈ R3，使得

#{T ∈ T2[Tρ] : x ∈ Y2(T )} ⪆δ δ
ε1#{T ∈ T[Tρ] : x ∈ Y (T )} > 0, (7.11)

因此对这个 x 有

#{T ∈ T2[Tρ] : x ∈ Y2(T ), ∠(v, dir(T )) ≤ r} ≤ δ−η−ε1(
r

ρ
)β#{T ∈ T2[Tρ] : x ∈ Y2(T )}, v ∈ S2, r ≥ δ.

(7.12)

另一方面，由上面的 (iii)，所有管 {T ∈ T2[Tρ] : x ∈ Y2(T )} 都包含在同一个棱柱 W ∈ W 中，
因此它们与该棱柱方向 v 的夹角均至多为 2t。在 (7.12) 中取 r = 2t 并与 (iii) 比较，即得 (7.9)（只
需选择 η ≤ ε1）。

比较 (7.8) 与 (7.9)，可知 W 中的棱柱必为扁平棱柱，即

s ∼ t−1|W | ≲ t−1δε/200ρ2 ⪅δ δ
ε

200
− 4ε1

β t ≤ δ
ε

400 t. (7.13)

步骤 3. 应用引理 5.9，将每个着色 Y2(T )（T ∈ T2）替换为一个正则子着色 Y3(T ) ⊂ Y2(T )。令
T3 = T2。若点 x ∈

⋃
T∈T Y (T ) 满足

#{T ∈ T3 : x ∈ Y3(T )} ≥ κ0δ
2ε1#{T ∈ T : x ∈ Y (T )}.
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则称 x 存活。令 Y4(T ) ⊂ Y3(T ) 由所有存活点组成，并令 T4 = T3。我们把常数 κ0 取得足够小，使
(T4, Y4)δ 成为 (T3, Y3) 的一个 ⪆δ δ

ε1 精化。
注意，若点 x 存活，则存在唯一棱柱 W ∈ W，使 x ∈

⋃
T∈T3[W ] Y (T )；并且至少存在两根管

T, T ′ ∈ T3[W ]，满足 x ∈ Y3(T )、x ∈ Y3(T
′) 且 ∠(dir(T ), dir(T ′)) ⪆δ δ

2ε1
β ρ。

对每个 T ∈ T4，令 S(T ) ⊃ T 为尺寸 δ × t
sδ × 1 的棱柱，其轴线与 T 共轴，所在平面平行于

Π(W )；其中 W ∈ W 是覆盖 T 的唯一棱柱。由 (7.13)，有 t
sδ ≥ δ1−

ε
400。

一个 Córdoba 型 L2 论证（参见引理 5.7 及其证明中的类似论证）表明，对每个 T ∈ T4，∣∣∣S(T ) ∩ ⋃
T∈T3

Y3(T )
∣∣∣ ⪆δ δ

4ε1 |Y4(T )|
|T |

|S|.

令 b = t
sδ ≥ δ1−ε/400。应用引理 5.17，并取 α = εω/500，只要 η > 0选得足够小，即得结论 (A)。

7.3 迭代的基始情形：Guth 颗粒分解

在第 2.2 节的证明梗概中，我们介绍了 Guth 给出的单尺度颗粒分解。本节给出其精确表述。

命题 7.15. 令 ε > 0。则存在 η, κ > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，
并以误差 δ−η 宽广。假设 T 中的管都包含在同一根 1-管 T1 内。
则存在一个 δε 精化 (T′, Y ′)，它是 δε-稠密且以误差 ≤ κ−1δ−ε 宽广；并存在一个数 µ ≥ 1，使

得对每个 x ∈
⋃

T′ Y ′(T ) 都有 µ ∼ #T′
Y ′(x)。此外，存在 c ≥ κµδε(δ#T)−1 以及一对 (G, Y )δ×c×c，

使 (G, Y )δ×c×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 {T1} 的鲁棒 δε-稠密双尺度颗粒分解（后者仅由一根 1-管组成）。

注 7.16. 命题 7.15 说明 (G, Y )δ×c×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 {T1} 的双尺度颗粒分解。双尺度颗粒分解定
义见定义 7.1；其中第 (iv) 项规定，如果 Y ′(T )∩ Y (G) ̸= ∅，则 T 从 G 的长端退出，如图 9 所示。
由于命题 7.15 中的颗粒 (G, Y )δ×c×c 是方形的，该定义在此略有歧义。不过，命题 7.15 仅用于证
明推论 7.17。因此，应把 1-管 T1 看成某根 ρ-管 Tρ 经各向异性重标度后的像。真正需要的是：在
把 T1 映到 Tρ 的各向异性缩放下，T′ 中管的像必须从 G 中颗粒之像的长端退出。

命题 7.15 是 Guth 在 [9] 中颗粒分解的一个变体。由于这一精确表述并未直接出现在 [9] 中
（[9] 的假设写法略有不同），我们将在附录 A 中给出证明。

若 (T, Y )δ 相对于一族 ρ-管 Tρ 宽广，则可对每个重标度集合 (TTρ , Y Tρ)δ 应用命题 7.15。

推论 7.17. 令 ε > 0。则存在 κ, η > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，Tρ是 T
的一个平衡分割覆盖。假设 (T, Y )δ 相对于覆盖 Tρ以误差 δ−η 宽广，并且 ∣∣⋃

T∈T Y (T )| ≤ δε(#T)|T |。
则存在 (T, Y )δ 的一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ，它是 δε-稠密；存在子集 T′

ρ ⊂ Tρ；存在一个数
c ≳ ρ

δ
#Tρ

#T ；并存在一对 (P, Y )δ×b×c，其中 ρ = b/c，使其成为 (T′, Y ′)δ 关于 T′
ρ 的鲁棒 δε-稠密双

尺度颗粒分解。最后，(T′, Y ′)δ 相对于覆盖 T′
ρ 以误差 ≤ κ−1δ−ε 宽广。
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注意，推论 7.17 对 c 的大小估计中省略了因子 µ（尽管命题 7.15 中用该因子补偿 δε 的损失）；
这是因为后续论证中较弱估计 c ≳ ρ

δ
#Tρ

#T 已经足够。
推论 7.17 有两个重要推论。第一，与引理 7.11 结合后，它说明：若 (T, Y )δ 是使 E(σ,ω) 几

乎取等的排列，则 (T, Y )δ 具有双尺度颗粒分解。在第 2.2 节中，我们称之为 T 的“Guth 颗粒分
解”。精确陈述如下。

引理 7.18. 假设 E(σ,ω) 成立，并令 ε > 0。则存在 α, η, κ > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成
立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。则下列结论至少有一个成立。

(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
. (7.14)

(C) 存在以下对象：

– 一个尺度 ρ ∈ [δ1−ω/100, δω/100]；
– (T, Y )δ 的一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ；
– T′ 的一个平衡分割覆盖 Tρ；
– 数 δ ≤ b ≤ c，满足 b/c = ρ 且 c ≳ ρ

δ
#Tρ

#T ；
– 一对 (P, Y )δ×b×c。

并且满足：

(i) (T′, Y ′)δ 相对于覆盖 Tρ 以误差 ≤ δ−ε 宽广；
(ii) (P, Y )δ×b×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 Tρ 的鲁棒 δε-稠密双尺度颗粒分解。

注 7.19. 注意，引理 7.18 的结论标为 (A) 与 (C)，而不是 (A) 与 (B)。采用这一约定，是为了与下
面操作 #1、#2、#3 的结论 (A)、(B)、(C) 保持平行。

引理 7.18 将作为第 2.2 节所述迭代过程的起点。在以下各小节中，我们将介绍这一迭代过程
中的三个操作。

7.4 操作 #1、#2、#3：平行结构

在下面几节中，我们将描述三个操作，并把它们反复应用于由引理 7.18 得到的双尺度颗粒分
解。每个操作都表述为一个引理，这三个引理具有相似的结构；特别地，它们的假设完全相同，结
论也具有相似形式。
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操作 #1、#2、#3 的共同设置：假设
假设 E(σ,ω) 成立，并令 ε ∈ (0, ζ/2]。则存在 α, η, κ > 0，使得对所有 0 < δ ≤ 1、ρ ≥ δ1−ω/100，
以及满足 b/c = ρ 的所有 δ ≤ a ≤ b ≤ c，下述结论成立。
设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。设 Tρ 是 T 的一个平衡分割覆盖，
并假设 (T, Y )δ 相对于 Tρ 以误差 δ−η 宽广。设 (P, Y )a×b×c 是 (T, Y )δ 关于 Tρ 的鲁棒 δη-稠密双
尺度颗粒分解。
操作 #1、#2、#3 各自都有三种可能结论，记为 (A)、(B)、(C)。三种操作的结论 (A) 完全

相同。

操作 #1、#2、#3 的共同设置：结论 (A)。∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
. (7.15)

不等式 (7.15) 中，κ, α > 0 即上述操作 #1、#2、#3 的共同设置：假设 中的量。

结论 (B) 在三个操作中并不完全相同，但有许多共同内容，如下所述。

操作 #1、#2、#3 的共同设置：结论 (B)。
存在 (T, Y )δ 和 (P, Y )a×b×c 的 δε 精化 (T′, Y ′)δ 与 (P ′, Y ′)a×b×c，以及集合 T′

ρ ⊂ Tρ，满足：

(i) (T′, Y ′)δ 是 δε-稠密，且 CKT -CW (T′) ≤ δ−ε、CF -SW (T′) ≤ δ−ε。

(ii) T′
ρ 是 T′ 的一个平衡分割覆盖，并且 (T′, Y ′)δ 相对于 T′

ρ 以误差 δ−ε 宽广。

(iii) (P ′, Y ′)a×b×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 T′
ρ 的鲁棒 δε-稠密双尺度颗粒分解。

(iv) 操作 #1、#2、#3 还分别具有该操作特有的附加结论。

结论 (C) 在三个操作中同样不完全相同，但也有许多共同内容。
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操作 #1、#2、#3 的共同设置：结论 (C)。
存在以下对象：

• 数 ρ̃ 与 ã ≤ b̃ ≤ c̃ ≤ 1，其中 ρ̃ = b̃/c̃；

• (T, Y )δ 的一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ；

• 一族 ρ̃-管 Tρ̃；

• 一对 (P̃, Ỹ )ã×b̃×c̃。

这些对象满足：

(i) (T′, Y ′)δ 是 δε-稠密，且 CKT -CW (T′) ≤ δ−ε、CF -SW (T′) ≤ δ−ε。

(ii) Tρ̃ 是 T′ 的一个平衡分割覆盖，并且 (T′, Y ′)δ 相对于 Tρ̃ 以误差 δ−ε 宽广。

(iii) (P̃, Ỹ )ã×b̃×c̃ 是 (T′, Y ′)δ 关于 Tρ̃ 的鲁棒 δε-稠密双尺度颗粒分解。

(iv) δ1−ω/100 ≤ ρ̃ ≤ 1。

(v) 操作 #1、#2、#3 还分别具有该操作特有的附加结论。

注 7.20. 注意，结论 (B) 的 (i)、(ii)、(iii)（相应地，结论 (C) 的 (i)–(iv)）说明操作 #1、#2、#3
的输出 (T′, Y ′)δ、T′

ρ 与 (P ′, Y ′)δ×b×c（相应地，Tρ̃ 与 (P̃, Ỹ )ã×b̃×c̃）满足与“输入”假设（即操作
#1、#2、#3 的共同设置：假设）相同类型的条件，只是指数 η 被弱化为 ε。因此我们可以反复
应用这些操作。

7.5 利用操作 #1、#2、#3 证明命题 7.5

我们将在第 8 节陈述并证明操作 #1、#2、#3。不过，利用上面说明的平行结构，现在已经可
以列出三个操作的假设和结论，见下表。

操作 引理 结论 (B)，第 (iv) 项 结论 (C)，第 (v) 项
#1 8.1 c ≥ δζ(ρ/δ) (#Tρ/#Tδ) c̃ ≥ δ−ζc, ã = δ, and ρ̃ = ρ

#2 8.2 ρ ≤ δω/100 c̃ ≥ δ−ω/100c

#3 8.3 C loc
KT -CW (P ′) ≤ δ−ζ ρ̃ ≥ δ−ζ/1000ρ and c̃ ≥ c

下面把命题 7.5 的各结论与操作 #1、#2、#3 中对应的结论逐一匹配。

• 操作 #1、#2、#3 的结论 (A) 与命题 7.5 的结论 (A) 相同。

• 三个操作的结论 (B) 中第 (i)、(iii) 项分别与命题 7.5 的结论 (B) 中第 (i)、(iii) 项相同。
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• 三个操作的结论 (B) 第 (ii) 项结合引理 7.14，要么推出结论 (A)，要么推出命题 7.5 的结论
(B) 第 (ii) 项。

• 操作 #1 的结论 (B) 第 (iv) 项与命题 7.5 的结论 (B) 第 (iv) 项相同。

• 操作 #2 的结论 (B) 第 (iv) 项结合假设 ρ ≥ δ1−ω/100，与命题 7.5 的结论 (B) 第 (v) 项相同。

• 操作 #3 的结论 (B) 第 (v) 项与命题 7.5 的结论 (B) 第 (vi) 项相同。

命题 7.5 的证明. 论证如下。令 η0 < η1 < . . . < ηN 为稍后确定的一列数。设 (T, Y )δ 为 δη0-稠密，
且 CKT -CW (T) ≤ δ−η0、CF -SW (T) ≤ δ−η0。若 η0 相对于 η1 足够小，则可在迭代的基始情形——引
理 7.18——中以 η1 代替 ε。若该引理的结论 (A) 成立，则命题 7.5 的结论 (A) 成立，证明结束。

反之，假设引理 7.18 的结论 (B) 成立。该结论的输出恰好给出了操作 #1、#2、#3 的共同
设置：假设 所需的对象，只需以 η1 代替 η。

现在反复应用操作 #1、#2、#3。在第 j 阶段以 ηj+1 代替 ε；只要 ηj 相对于 ηj+1 足够小即
可实施。

• 若任何阶段出现结论 (A)，则命题 7.5 的结论 (A) 成立，迭代停止。

• 若对某个 i = 1, 2, 3，操作 #i 出现结论 (B)，则切换到另一个操作。

• 若三个操作依次都出现结论 (B)，则命题 7.5 结论 (B) 的第 (i)、(iii)、(iv) 项成立。此时停止，
并应用引理 7.14：它要么给出结论 (B) 第 (ii) 项，要么给出结论 (A)。因此命题 7.5 的结论
(A) 或 (B) 至少有一个成立。

• 若操作 #i 出现结论 (C)，则以下至少一种情形发生：

– c 不减，而 ρ 增大因子 δ−ζ/1000；这种情形连续发生至多 1000/ζ 次。
– c 增大因子 min{δ−ζ , δ−ω/100}；这种情形总共至多发生 1/ζ + 100/ω 次。

因此上述迭代过程至多经过 N = 1000
ζ

(
2
ζ + 100

ω

) 步就必须停止。我们先选取 ηN+1，然后依次选取
ηN , ηN−1, . . . , η0。最后定义命题 7.5 中的 η 为 η = η0。

所得精化 (T′, Y ′)δ、集合 Tρ 以及 (G, Y )a×b×c 已满足命题 7.5 结论 (B) 的所有要求，唯独第
(ii) 项尚未证明 Tρ 关于 Frostman 薄板 Wolff 公理以误差 δ−ζ 从下方因子分解 T′。不过，由于
(T′, Y ′)δ 相对于 Tρ 宽广，可以应用引理 7.14，从而要么确实得到这一性质（在必要时用适当精化
替换 (T′, Y ′)δ、Tρ 与 (G, Y )a×b×c），要么得到命题 7.5 的结论 (A)。

命题 7.5 的证明至此完成，唯一尚未证明的是操作 #1、#2、#3。我们将在下一节完成。
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8 操作 #1、#2 与 #3

8.1 操作 #1：用更长的颗粒替换原颗粒，以保证 c ≥ δζ ρ
δ
(#Tρ)/(#T)

本节目标是陈述并证明操作 #1，参见第 2.2 节与第 7.4 节的描述。

引理 8.1. 我们采用第 7.4 节中操作 #1、#2、#3 的共同设置：假设。则下列结论至少有一个成
立。

(A) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (A)。

(B) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (B)。此外，

(iv)
c ≥ δζ

ρ

δ

#Tρ

#Tδ
. (8.1)

(C) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (C)。此外，

(v) ã = δ, ρ̃ = ρ，且 c̃ ≥ δ−ζc。

证明. 若结论 (B) 不成立，则舍弃覆盖 (P, Y )a×b×c，并用对 (T, Y )δ 和 Tρ 应用推论 7.17 所得到的
覆盖替换它。引理 8.1 的结论 (C) 正是为匹配推论 7.17 的输出而设置的。注意，由推论 7.17 得到
的棱柱长度满足 c̃ ≥ ρ

δ
#Tρ

#T 。若结论 (B) 失败，则该量 ≥ δ−ζc，如所需。

8.2 操作 #2：用更长的颗粒替换方形颗粒

本节将使用具有 Córdoba 在 R2 中证明挂谷极大函数猜想之精神的几何论证，证明如下事实：
若 (T, Y )δ 具有由方形颗粒组成的双尺度颗粒分解，即颗粒尺寸为 a × b × c 且 ρ = b/c > δω/100，
那么要么 ⋃

Y (T ) 很大，要么可以构造 (T, Y ) 的一个新的双尺度颗粒分解，其中颗粒显著更长。精
确陈述如下。

引理 8.2. 我们采用第 7.4 节中操作 #1、#2、#3 的共同设置：假设。则下列结论至少有一个成
立。

(A) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (A)。

(B) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (B)。此外，

(iv) ρ ≤ δω/100。

(C) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (C)。此外，

(v) c̃ ≥ δ−ω/100c。
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证明.
步骤 1. 令 0 < ε1 < ε2 为稍后选取的小量。我们将令 ε1 相对于 ε2 很小，ε2 相对于 ε 很小，而 α, η

相对于 ε1 很小。
首先声称，要么

a ≤ δ1−ε1 , (8.2)

要么只要按 ε1 选取 α 与 η 足够小，结论 (A) 立即成立。
证明该声称。若 (8.2) 不成立，则用一个 ≈δ 1 精化替换 (T, Y )δ 后，对每个 x ∈

⋃
T∈T Y (T ) 有∣∣∣B(x, δ1−ε1) ∩

⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ δη|B(x, δ1−ε1)|.

由此可知（见推论 5.19），只要取 α ≤ ωε1/2 并令 η > 0 足够小，结论 (A) 即成立。以下假设 (8.2)
成立。

步骤 2. 我们将对集合 T 作正则化。通过二进抽屉原理，并以一个 ≳ (log 1/δ)−1/ε1 精化 (T1, Y1)δ

替换 (T, Y )δ，可假设：

(i) 对每个形如 τi = δε1i 的尺度（i = 1, . . . , ε−1
1 ），存在 T 的平衡分割覆盖 Tτi 以及数 µi，使得

对每个 Tτi ∈ Tτi 和每个 x ∈
⋃

T∈T1[Tτi ]
Y1(T )，都有 #(T1[Tτi ])Y1(x) ∼ µi。

(ii) 存在数 µfine，使得对每个 Tρ ∈ Tρ 与每个 x ∈
⋃

T∈T1[Tρ]
Y1(T )，有 #(T1[Tρ]Y1)(x) ∼ µfine。

(iii) 对每个 Tρ ∈ Tρ 与每个 x ∈
⋃

T∈T1[Tρ]
Y1(T )，有

(#T1[Tρ])Y1(x) ≳ (log 1/δ)−1/ε1
(
#T[Tρ]Y (x)

)
.

第 (iii) 项蕴含 (T1, Y1)δ 相对于 Tρ 以误差 ⪅δ δ
−η 宽广。

由于 Tρ 中的管本质不同，通过一个公共点的 Tρ 中的管至多有 O(ρ−2) 根。因此，要么结论
(B) 成立，要么 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≳ µ−1
fineρ

2
∑
T∈T

|Y1(T )| ≥ δ
ω
50

+ηµ−1
fine(#T)|T |.

若 µfine 很小，则结论 (A) 成立。更精确地，若结论 (A) 不成立，则

µfine ≥ δ−ω+ ω
50

+2η+α
(
(#T)|T |1/2

)σ
≥ δ−

24
25

ω, (8.3)

其中最后一个不等式使用了 CF -SW (T) ≤ δ−η，从而 (#T)|T |1/2 ≥ δη。以下假设 (8.3) 成立。

步骤 3. 令 c̃ = δ−ω/100c；稍后我们会略微滥用记号，把 c̃ 替换为 Kδ−ω/100c，其中 1 ≤ K ≲ 1。我
们描述一个过程：它找到一个尺寸为 a× ρ̃c̃× c̃ 的棱柱 P̃，其中 ρ̃ = ρ̃(P̃ ) ∈ [δ1−ω/100, δω/100]，并
满足结论 (C) 中的若干性质。该过程示于图 10。步骤 4 将多次迭代此过程。
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图 10: 寻找棱柱 P̃

回忆 (T1, Y1)δ 是 ⪆δ δ
η-稠密。这意味着，对于一根典型的管以及一个典型点 x ∈ Y1(T )，我们

预期 |B(x, c̃) ∩ Y1(T )| 的大小为 ⪆δ δ
η c̃δ2。对任何（足够稠密的）子着色 Y ′(T ) ⊂ Y1(T )，也应有

类似性质。下面的定义把这一启发式表述精确化：给定着色 Y ′(T ) ⊂ T，定义 Y ′
reg(T ) ⊂ Y ′(T ) 为

满足下式的点 x ∈ Y (T ) 的集合：

|B(x, c̃) ∩ Y ′(T )| ≥ 1

100
δ2η c̃δ2, (8.4)

即 Y ′
reg 由在尺度 c̃ 上密度至少为 δ2η/100 的点组成。注意，如果 (T1, Y

′)δ 为 δ2η-稠密，则 (T, Y ′
reg)

是 (T1, Y
′) 的一个 ∼ 1 精化。

利用上述定义继续。设 (T1, Y
′)δ 为 (T1, Y1)δ 的任意精化，并满足

∑
|Y ′(T )| ≥ 1

2

∑
|Y1(T )|（因

而特别地，(T1, Y
′)δ 是 ⪆δ δ

η-稠密）。
我们声称，可以选取一根 ρ-管 Tρ、一根 δ-管 Tstem ∈ T1[Tρ]、一个棱柱 P ∈ PTρ（回忆定义 7.1

第 (i) 项）以及一个数 κ ∼ 1，使集合

E = {x ∈ Y ′(Tstem) ∩ Y (P ) : #T1[Tρ]Y ′
reg(x) ≥ κµfine} (8.5)

满足
|E| ≳ δ2ηcδ2. (8.6)

为验证该声称，暂时定义精化 (T1, Y
′′)δ：

Y ′′(T ) = Y ′(T ) ∩ {x : #T1[Tρ]Y ′
reg(x) ≥ κµfine},
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其中 Tρ 是 Tρ 中包含 Tstem 的唯一一根 ρ-管。若把 κ ∼ 1 取得足够小，则 (T1, Y
′′)δ 是 (T1, Y

′)δ

的一个 1/2 精化。通过抽屉原理，可以选取一根管 Tstem 和一点 x ∈ Tstem，使得交集包含 x 的两
个相邻管段 T

(1)
seg , T

(2)
seg（长度均为 c/10；见图 11 左图）满足 |Y ′′(Tstem) ∩ T

(i)
seg| ≳ δ2ηcδ2，i = 1, 2。

接着选取 P ∈ PTρ，使 x ∈ Y (P )（由定义 7.1 第 (ii) 项，这样的 P 唯一）。由定义 7.1 第 (iv) 项，
至少一个管段 T

(i)
seg 必须几乎包含在 P 中，即 T

(i)
seg\Nδ(x) ⊂ P（见图 11 右图）。于是 (8.5) 中的集

合 E 至少包含某个集合 (
Y ′′(Tstem) ∩ T

(i)
seg

)
\Nδ(x)，从而得到体积下界 (8.6)。

T r o e

i a r  ? o

328238

Tster

Tstem

T
(1)
seg

T
(2)
seg

x

P

Tstem

T
(1)
seg

T
(2)
seg

图 11: 左：点 x 两侧的两个管段。两个管段都具有丰富的着色。
右：由于 x ∈ P，并且 Tstem 从 P 的“长端”退出，所以至少一个管段必须几乎包含在 P 中，即
T
(i)
seg\Nδ(x) ⊂ P。

由于 (T1, Y1)δ 相对于 Tρ 以误差 ⪅δ δ
−η 宽广，对每个 x ∈ E，有 ⪆δ µfine 根管 T ∈ T1[Tρ]Y ′

reg(x)

满足 ∠(T, Tstem) ⪆δ δ
η/βρ。每根这样的管与 Tstem 的交集尺寸至多为 δ × δ × δ

δη/βρ
。因此存在集合

H = H(Tstem) ⊂ T1[Tρ]，满足：

• #H ⪆δ (µfineδ
−1c)(δη/βρ)δ2η。

• 每个 T ∈ H 都与 P 相交，并从 P 的“长端”退出。

• 每个 T ∈ H 都满足 |B ∩ Y ′(T )| ≳ δ2η|B ∩ T | ∼ δ2η c̃δ2，其中 B 是与 P 同心、半径为 c̃ 的球。

第二项由定义 7.1 第 (iv) 项以及如下事实得到：T ∈ H 意味着 T 与 P 关联到同一根 ρ-管，且
Y (T ) ∩ Y (P ) ̸= ∅。第三项则来自 (8.5) 中集合 E 是相对于着色 Y ′

reg 定义的（回忆 (8.4)）。
于是利用 a ∈ [δ, δ1−ε1 ]、c̃ = cδ−ω/100 以及 (8.3)，有∑

T∈H
|B∩Y ′(T )| ≳

(
µfineδ

−1+2η+η/βcρ
)(

δ2η c̃δ2
)
≳ µfineδ

η/β+4η+ω/100+ε1(a ·ρc̃ · c̃) ≳ δ−
1
2
ω(a ·ρc̃ · c̃),

其中 B 是与 P 同心、半径为 c̃ 的球。为保证最后一个不等式成立，取 η ≤ βω/100 且 ε1 ≤ ω/100。
我们声称，通过抽屉原理，可以选取一个包含 P 的棱柱 P †（图 10 右侧的较大棱柱），其尺寸
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为 2a× 2ρc̃× c̃，并满足∑
T∈H

T 经长端离开 P †

|P † ∩ Y ′(T )| ≳ δ2η
∑
T∈H

T 经长端离开 P †

|P † ∩ T | ≳ δ−
1
4
ω|P †|, (8.7)

其中“T 经长端离开 P †”表示 T 从 P † 的长端退出。
验证该声称。对每个 T ∈ H，至少存在一个尺寸为 a× ρc̃× c̃ 的棱柱 P †，使 T 从 P † 的长端

退出。另一方面，包含 P 的本质不同 a× ρc̃× c̃ 棱柱至多有 ≲ (c̃/c)2 = δ−
1
50

ω 个。因此结论由抽
屉原理得到。（注意，若 T 从棱柱 P †

1 的长端退出，且 P †
2 与 P †

1 可比较，则 T ′ 从 P †
2 的二倍加厚

棱柱的长端退出；这里二倍加厚是把 P †
2 的两个较短尺寸各扩大 2 倍得到的棱柱。这就是为什么此

步骤中棱柱尺寸变为 2a× 2ρc̃× c̃。）
对集合 H 及其着色 P † ∩ Y ′(T )（T ∈ H）应用推论 7.10（寻找宽广尺度）。得到尺度 ρ̃ ∈ [δ, 1]、

集合 H′ ⊂ H（每根 T ∈ H′ 都从 P † 的长端退出）、着色 {P † ∩ Y ′(T ), T ∈ H′} 的一个子着色（记
为 YP †(T )），以及 H′ 的平衡分割覆盖 TH

ρ̃ 。
注意 YP †(T ) ⊂ P †∩Y ′(T )，后者包含在一个尺寸可与 δ× δ× c̃比较的管段中。特别地，YP †(T )

不是 T 的 δO(η)-稠密着色。不过，推论 7.10 保证这些着色在 T ∩ P † 内“相对”稠密，因此∑
T∈H′

|YP †(T )| ⪆δ δ
2η c̃δ2(#H′). (8.8)

此外，若将 (8.7)左端的着色 P †∩Y ′(T )替换为 YP †(T )，并在右端再损失一个 ≈δ 1因子，(8.7)
仍成立，即 ∑

T∈H′

|YP †(T )| ⪆δ δ
− 1

4
ω|P †|. (8.9)

我们声称
ρ̃ ≥ δ1−ω/100. (8.10)

验证如下。每个点 x ∈ P † 至多属于 (ρ̃/δ)2(ρ̃)−2β 个着色 {YP †(T ), T ∈ H}。若 (8.10) 不成立，则
由 (8.9)，

|P †| ≥
∣∣∣ ⋃
T∈H

P † ∩ YP †(T )
∣∣∣ ⪆δ

(( ρ̃
δ

)2
(ρ̃)−2β

)−1(
δ−

1
4
ω|P †|

)
≳ δ−

1
8
ω|P †|,

矛盾。最后一个不等式使用了 β ≤ ω/100。
由 (8.8) 与抽屉原理，可选取 T1 ∈ H′，使 |YP †(T1)| ⪆δ δ

2η c̃δ2。令 Tρ̃ ∈ TH
ρ̃ 为满足 T1 ∈ H′[Tρ̃]

的唯一 ρ̃-管。对每个 x ∈ YP †(T1)，集合 H′[Tρ̃]Y
P† (x)中管的方向在以 dir(Tρ̃)为中心的 ρ̃-帽内以误

差 ⪅δ 1宽广。特别地，这些管与 P † 的交都包含在 P †∩Nρ̃c̃(T1)中；后者包含在一个 2a× ρ̃c̃× c̃棱柱
中，记为 P̃，即图 10中的绿色棱柱。由于每个 T ∈ H′ 从 P † 的长端退出，上述每根 T ∈ H′[Tρ̃]Y

P† (x)

也从 P̃ 的长端退出。
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应用标准 Córdoba 型 L2 论证2。定义

TP̃ = {T ∈ H′[Tρ̃] : T ∩ P̃ ̸= ∅, T 离开 P̃ 经其长端},

并定义着色 YP̃ (T ) = YP †(T ) ∩ P̃。则

Y (P̃ ) =
⋃

T∈TP̃

YP̃ (T )

满足 |Y (P̃ )| ≳ δ4η+4ε1 |P̃ |（其中 δ4ε1 的损失来自 P̃ 不是 δ × ρ̃c̃ × c̃ 棱柱，而是 2a × ρ̃c̃ × c̃ 棱
柱，且 a ∈ [δ, δ1−ε1 ]）。此外，对每个 x ∈ Y (P̃ )，单位向量集合 {dir(T ) : T ∈ (TP̃ )YP̃

(x)} 在 ρ̃-帽
B(dir(P̃ ), ρ̃) 内以误差 ⪅δ 1 宽广。

步骤 4. 概括步骤 3。给定 (T1, Y1)δ 的一个精化 (T1, Y
′)δ，满足

∑
|Y ′(T )| ≥ 1

2

∑
|Y1(T )|，我们找

到了：

• 尺度 ρ̃；

• 一个 2a× ρ̃c̃× c̃ 棱柱 P̃ 及其着色 Y (P̃ )；

• 一族管 TP̃ 及其着色 YP̃ (T ) ⊂ Y ′(T ) ∩ P̃。

它们满足：

• 每个 T ∈ TP̃ 从 P̃ 的长端退出，如图 9 左图所示；

• Y (P̃ ) =
⋃

T∈TP̃
YP̃ (T )，且 |Y (P̃ )| ⪆δ δ

4η+4ε1 |P̃ |；

• 对每个 x ∈ Y (P )，(TP̃ )YP̃
(x) 中的管，其方向在 ρ̃-帽 B(dir(P̃ ), ρ̃) 内以误差 ⪅δ 1 宽广。

现在反复应用步骤 3。初始令 (T, Y ′) = (T, Y1)、P̃0 = ∅。只要 ∑
|Y ′(T )| ≥ 1

2

∑
|Y1(T )|，就：

• 应用步骤 3 的论证；

• 把步骤 3 找到的棱柱 P̃ 放入多重集 P̃0（若已存在则再加入一个副本）；

• 对每个 T ∈ TP̃，把着色 Y ′(T ) 替换为 Y ′(T )\YP̃ (T )。

重复上述过程，直到 ∑
|Y ′(T )| < 1

2

∑
|Y1(T )| 时停止。

考察该过程的输出。首先，∑
P̃∈P̃0

∑
T∈TP̃

|YP̃ (T )| ≥
1

2

∑
T∈T

|Y1(T )| ⪆δ

∑
T∈T

|Y (T )|. (8.11)

2简言之，我们选取一族 T ′ ∈ H′，它们与 T1 的夹角为 ∼ ρ̃，并在彼此相距 δ/ρ̃ 的点处与 T1 相交；把这些管限制
在上述 2a × ρ̃c̃ × c̃ 棱柱内后，它们以误差 ≲ 1 满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。每根管都具有着色 Y ′(T ) ∩ P̃，满足
|Y ′(T ) ∩ P̃ | ≳ δ2η c̃δ2，因此这些着色的并几乎不相交。
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经二进抽屉原理，可选取多重集 P̃1 ⊂ P̃0，使每个 P̃ ∈ P̃1 具有共同的 ρ̃ 值（至多相差因子 2）。
略滥用记号，仍把该值记为 ρ̃。我们选择 P̃1，使界 (8.11)（首项与末项）在以 P̃1 替换 P̃0 后仍成立。
对每个 T ∈ T1，定义 Y2(T ) =

⋃
P̃ YP̃ (T )，其中并取遍满足 T ∈ TP̃ 的 P̃ ∈ P̃1。为保持记号一

致，令 T2 = T1。于是 (T2, Y2)δ 是 (T1, Y1)δ 的一个 ≈δ 1 精化。

步骤 5. 概括步骤 4。我们找到了：

• (T1, Y1)δ 的一个 ≈δ 1 精化 (T2, Y2)δ；而前者又是 (T, Y )δ 的一个 ≈δ 1 精化；

• 一个尺度 ρ̃ ≥ δ1−ω/100；

• 一个由 2a × ρ̃c̃ × c̃ 棱柱组成的多重集 P̃1，以及这些棱柱上的着色 Y1(P̃ )（步骤 4 中记为
Y (P̃ )）。注意，P̃1 中的棱柱未必本质不同；

• 对每个 P̃ ∈ P̃1，一族管 TP̃ ⊂ T2。

这些对象满足：

(a) 对每个 P̃ ∈ P̃1，每个 T ∈ TP̃ 都从 P̃ 的长端退出；

(b) 对每个 P̃ ∈ P̃1，有 Y1(P̃ ) = P̃ ∩
⋃

T∈TP̃
Y2(T )，且 |Y1(P̃ )| ⪆δ δ

4η+4ε1 |P̃ |；

(c) 对每个 P̃ ∈ P̃1 和每个 x ∈ Y1(P̃ )，(TP̃ )Y2(x) 中的管，其方向在 ρ̃-帽 B(dir(P̃ ), ρ̃) 内以误差
⪅δ 1 宽广。

比较上述各项与引理 8.2 的结论 (C)。目前已经满足结论 (C) 的第 (i)、(iv) 项。下面继续得到其他
各项。
首先，P̃1 中的棱柱可能不是本质不同的。这并非可通过 ∼ 1 精化修复的小缺陷，而可能非常

严重：P̃1 中可能有大量棱柱两两可比较，甚至完全相同。我们把 P̃1 中可比较的 2a× ρ̃c̃× c̃ 棱柱
合并为一个 4a× ρ̃(2c̃)× (2c̃) 棱柱。合并后的新棱柱族记为 P̃2。新构造棱柱上的着色 Y2(P̃ ) 定义
为对应 P̃1 棱柱着色的并，而 TP̃ ⊂ T2 则定义为对应各棱柱的 {TP̃1

} 的并。
步骤 5 开头的 (a) 对新棱柱 P̃2 可能不再成立，但这是一个小缺陷：把每个 4a× 2ρ̃(2c̃)× (2c̃)

棱柱替换为与之同心同轴、尺寸为 100a×100ρ̃c̃×2c̃的棱柱即可恢复该性质（见图 12）。这可能再次
破坏棱柱的本质不同性，不过此时只需对棱柱作一个 ∼ 1 精化即可恢复；该精化也诱导 T2 上着色
Y2 的 ∼ 1 精化。把由此得到的新棱柱族记为 P̃3。略滥用记号，我们重新定义 c̃、ρ̃，并令 ã = 100a

（各自仅改变一个 ∼ 1 的乘法因子），使 P̃3 中棱柱仍具有尺寸 ã× ρ̃c̃× c̃。
注意，上面的 (b) 对新构造的棱柱及其着色仍成立。更关键的是，(c) 也仍成立；这由引理 7.12

（宽广向量集之并仍宽广）得到。更具体地，在步骤 4 中，对每个 T ∈ TP̃，我们已把着色 Y ′(T ) 替
换为 Y ′(T ) \ YP̃ (T )，因此通过每个点 x，至多有一个 P̃ 满足 x ∈ YP̃ (T )。这些宽广向量集彼此不
交，故它们的并是集合而非多重集；于是引理 7.12 蕴含这些宽广向量集的并仍然宽广。
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P̃ P̃ ′

2P̃

图 12: 棱柱 P̃ 与 P̃ ′ 可比较，因此二者都被替换为同一个 4a× ρ̃(2c̃)× (2c̃) 棱柱（图中恰为 2P̃，即
P̃ 的二倍膨胀）。这会产生一个问题（红圈处）：从 P̃ ′ 长端退出的一根管（绿色）可能无法从 2P̃

的长端退出。解决办法是把该 4a× ρ̃(2c̃)× (2c̃) 棱柱替换为一个略宽、略厚但不更高的棱柱。

步骤 6. 在步骤 5 中，我们构造了一族本质不同的 ã × ρ̃c̃ × c̃ 棱柱 P̃3 及其着色 Y3。称这一对为
(P̃3, Y3)ã×ρ̃c̃×c̃。对每个 P̃ ∈ P̃3，都有一族 TP̃ ⊂ T2，且每根管都从 P̃ 的长端退出。
当前任务是进一步精化 (P̃3, Y3)ã×ρ̃c̃×c̃ 与 (T2, Y2)δ，使之更接近引理 8.2 的结论 (C)。结论 (C)

第 (ii) 项涉及 T′ 的分割覆盖 Tρ̃。构造如下。首先，令 {Tρ̃} 为满足下列性质的一族 ρ̃-管：

• 每根 δ-管至少包含在 {Tρ̃} 中的一根管内；

• 对每个 ã× ρ̃c̃× c̃ 棱柱 P̃，至少存在一根 Tρ̃ ∈ {Tρ̃}，使 P̃ ⊂ Tρ̃ 且 ∠(dir(P̃ ), dir(Tρ̃)) ≤ 2ρ̃；

• {Tρ̃} 中的管在如下意义下弱本质不同：对任意固定的 Tρ̃，与之可比较的其余管只有 O(1) 根。

接着，对 {Tρ̃} 作一个 O(1) 因子的抽屉化，选取子集 Tρ̃ ⊂ {Tρ̃}，使其在如下意义下强本质不
同：对任意两根不同的 Tρ̃, T

′
ρ̃ ∈ Tρ̃，N100ρ̃(Tρ̃) ∩N100ρ̃(T

′
ρ̃) 的直径至多为 1/2。特别地，不存在一

根 δ-管同时包含在 N100ρ̃(Tρ̃) 与 N100ρ̃(T
′
ρ̃) 中。选择 Tρ̃ 使得：

(i) 定义 T4 为所有包含在某根 Tρ̃ ∈ Tρ̃ 中的 T ∈ T2，即 T4 =
⋃

Tρ̃∈Tρ̃
T2[Tρ̃]；并令 Y4 为 Y2 在

T4 上的限制。则 (T4, Y4)δ 是 (T2, Y2)δ 的一个 ∼ 1 精化。

(ii) 类似地，定义 P̃4 为满足如下性质的 P̃ ∈ P̃3：存在 Tρ̃ ∈ Tρ̃，使 P̃ ⊂ Tρ̃ 且 ∠(dir(P̃ ), dir(Tρ̃)) ≤
2ρ̃；并定义

Y4(P̃ ) = Y3(P̃ ) ∩
⋃

T∈TP̃∩T4

Y4(T ), (8.12)

则 (P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃ 是 (P̃3, Y3)ã×ρ̃c̃×c̃ 的一个 ≳ 1 精化。
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由此有：

(a) 第 (i) 项蕴含 Tρ̃ 是 T4 的分割覆盖，而且更强地，{N100ρ̃(Tρ̃) : Tρ̃ ∈ Tρ̃} 也构成 T4 的分割覆
盖。

(b) 第 (ii)项蕴含，对每个 P̃ ∈ P̃4，存在唯一 Tρ̃ ∈ Tρ̃同时满足 P̃ ⊂ Tρ̃与 ∠(dir(P̃ ), dir(Tρ̃)) ≤ 2ρ̃。
于是得到分割

P̃4 =
⊔
Tρ̃

(P̃4)Tρ̃ . (8.13)

（比较定义 7.1 第 (i) 项。）

(c) 第 (i)、(ii) 项还蕴含：若 Tρ̃ ∈ Tρ̃、P̃ ∈ (P̃4)Tρ̃ 且 T ∈ TP̃ ∩ T4，则 T ∈ T4[Tρ̃]。这是因为 T

从 P̃ 的长端退出，从而 ∠(dir(T ), dir(P̃ )) ≤ 10ρ̃。

下一步估计 ∑
P̃∈P̃4

|P̃ |。令 τi 为步骤 2 中满足 δε1ρ ≤ τi < ρ 的尺度。由于 (P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃ 是
⪆δ δ

4η+4ε1-稠密，故 ∑
P̃∈P̃4

|P̃ | ⪅δ δ
−4η−4ε1

∑
P̃∈P̃4

|Y4(P̃ )|

= δ−4η−4ε1
∑

Tρ̃∈Tρ̃

∣∣∣ ⊔
P̃∈(P̃4)Tρ̃

Y4(P̃ )
∣∣∣

≤ δ−4η−4ε1
∑

Tρ̃∈Tρ̃

∣∣∣ ⋃
T∈T4[Tρ̃]

Y4(T )
∣∣∣

≲ δ−4η−4ε1
∑

Tρ̃∈Tρ̃

(
µ−1
i

∑
T∈T1[Tρ̃]

|Y1(T )|
)

= δ−4η−4ε1µ−1
i

∑
T∈T1

|Y1(T )|

≲ δ−4η−4ε1µ−1
i

∑
T∈T2

|Y2(T )|.

(8.14)

第三行使用 (8.12)；第四行使用每根 ρ̃-管都包含某根 τi-管以及步骤 2 的第 (i) 项；最后一行使用
(8.11) 和定义 Y2(T ) =

⋃
P̃ YP̃ (T )。

步骤 7. 我们希望证明，经过适当精化后，(P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃ 是 (T4, Y4)δ 关于 Tρ̃ 的鲁棒 δε-稠密双尺
度颗粒分解，即满足定义 7.1。当前最大障碍是该定义的第 (ii) 项：集合 {Y4(P̃ ) : P̃ ∈ (P̃4)Tρ̃} 未必
两两不交。
我们按如下方式修复。声称：要么引理 8.2的结论 (A)成立（于是证明结束），要么存在 (T4, Y4)

的一个精化 (T5, Y5)δ，以及 (P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃ 的一个精化 (P̃5, Y5)ã×ρ̃c̃×c̃，满足：

• 对每个 Tρ ∈ Tρ，集合 {Y5(P̃ ) : P̃ ∈ (P̃5)Tρ̃} 两两不交（其中 (P̃5)Tρ̃ = P̃5 ∩ (P̃4)Tρ̃；回忆
(8.13)）。
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• (P̃5, Y5)ã×ρ̃c̃×c̃ 是 (P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃ 的一个 ⪆δ δ
ε2 精化。

• (T5, Y5)δ 是 (T4, Y4)δ 的一个 ⪆δ δ
ε2 精化，其中 T5 = T4，且

Y5(T ) = Y4(T ) ∩
⋃

P̃∈(P̃5)Tρ̃
T∈TP̃∩T4

Y5(P̃ ), (8.15)

这里 Tρ̃ 是包含 T 的唯一一根 ρ̃-管。

• 对每个 Tρ̃ ∈ Tρ̃， ⋃
T∈T5[Tρ̃]

Y5(T ) =
⊔

P̃∈(P̃5)Tρ̃

Y5(P̃ ). (8.16)

该声称将在步骤 8 证明；暂先接受。
此时 (P̃5, Y5)ã×ρ̃c̃×c̃ 与 (T5, Y5)δ 已满足定义 7.1 的第 (i)、(ii)、(iv) 项。前两项显然。验证第

(iv) 项：若 T 与 P̃ 关联到同一根 ρ-管，且 Y5(T )∩ Y5(P̃ ) ̸= ∅，则必有 T ∈ T4 ∩TP̃。因此 T 从 P̃

的长端退出，并且 Y5(T ) ∩ P̃ ⊂ Y5(P̃ )（由 (8.15) 的定义），如所需。
还需得到定义 7.1 的第 (iii) 项。由二进抽屉原理，存在数 µ、集合 T′

ρ̃ 以及 (T5, Y5)δ 的一个
≈δ 1 精化 (T6, Y6)δ，使得：

• T′
ρ̃ 是 T6 的平衡分割覆盖；

• 对每个 Tρ̃ ∈ T′
ρ̃ 及每个 x ∈

⋃
T∈T6[Tρ̃]

Y6(T )，有 #
(
(T6[Tρ̃])Y6(x)

)
∼ µ。

令 P̃6 =
⋃

Tρ̃∈T′
ρ̃
(P̃5)Tρ̃，并取着色 Y6(P̃ ) ⊂ Y5(P̃ )，使 (8.16) 在以 (T6, Y6)δ 替换 (T5, Y5)δ、以

(P̃6, Y6)ã×ρ̃c̃×c̃ 替换 (P̃5, Y5)ã×ρ̃c̃×c̃ 后仍成立。
三元组 (T6, Y6)δ、(P̃6, Y6)ã×ρ̃c̃×c̃ 与 Tρ̃ 继续满足定义 7.1 的第 (i)、(ii)、(iv) 项。为验证第 (iii)

项，需要估计 (P̃6, Y6)ã×ρ̃c̃×c̃ 上着色的密度。由 (8.14)，∑
P̃∈P̃6

|P̃ | ⪅δ δ
−4η−4ε1µ−1

i

∑
T∈T2

|Y2(T )|. (8.17)
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注意 µ ≲ µiδ
−2ε1（回忆 µi 是与尺度 τi 对应的重数，τi 在步骤 6 选取）。于是∑

P̃∈P̃6

|Y6(P̃ )| =
∑

Tρ̃∈T′
ρ̃

∣∣∣ ⊔
P̃∈(P̃6)Tρ̃

Y6(P̃ )
∣∣∣

=
∑

Tρ̃∈T′
ρ̃

∣∣∣ ⋃
T∈T6[Tρ̃]

Y6(T )
∣∣∣

≳
∑

Tρ̃∈T′
ρ̃

(
µ−1

∑
T∈T6[Tρ̃]

|Y6(T )|
)

≳ µ−1
i δ2ε1

∑
T∈T6

|Y6(T )|

⪆δ µ
−1
i δε2+2ε1

∑
T∈T6

|Y2(T )|.

(8.18)

比较 (8.17) 与 (8.18)，得到 (P̃6, Y6)ã×ρ̃c̃×c̃ 为 ⪆δ δ
4η+6ε1+ε2 ≥ δ2ε2-稠密。取 ε2 关于 ε 足够小，

使该量 ≥ δε。于是引理 8.2 的结论 (C) 成立。
引理 8.2 的证明至此只剩步骤 7 开头的声称。下面证明该声称。

步骤 8. 最后证明步骤 7中的声称。为方便记号，略作滥用，把 (P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃重命名为 (P̃, Y )ã×ρ̃c̃×c̃。
非正式地说，思路如下：若着色 {Y (P̃ ) : P̃ ∈ P̃Tρ̃} 重叠很小，就可以精化为两两不交；反之，如
果重叠很大，由于 P̃Tρ̃ 中的棱柱本质不同且都满足 ∠(dir(P̃ ), dir(Tρ̃)) ≲ ρ̃，通过一个典型点的棱柱
P̃Y (x) 必须具有不同的切平面。于是应用引理 5.10，可知典型棱柱的加厚邻域与 ⋃

P̃∈P̃ Y (P̃ ) 有很
大交集；进而典型管的加厚邻域与 ⋃

T Y (T ) 有很大交集。由推论 5.19，得到引理 8.2 的结论 (A)。
下面给出细节。
由引理 5.9，可选取一个 ≳ 1 精化 (P̃ ′, Y ′)ã×ρ̃c̃×c̃，使每个着色 Y ′(P̃ ) 都是正则的（回忆定义

5.8），并满足 |Y ′(P̃ )| ⪆δ δ
4η+4ε1 |P̃ |。

经二进抽屉原理，可进一步假设存在数 ν 和 (P̃ ′, Y ′)ã×ρ̃c̃×c̃ 的一个 ⪆δ 精化 (P̃ ′′, Y ′′)ã×ρ̃c̃×c̃，使
得对每个 Tρ̃ ∈ Tρ̃ 和每个 x ∈

⋃
P̃∈(P̃ ′′)Tρ̃

Y ′′(P̃ )，有 #((P̃ ′′
Tρ̃
)Y ′′(x)) ∼ ν。

先考虑
ν ≥ δ−ε2 . (8.19)

我们将证明，对适当的 α，引理 8.2 的结论 (A) 成立。注意，((P̃ ′)Tρ̃)Y ′(x) 中的棱柱本质不同，且
都满足 ∠(dir(Tρ̃), dir(P̃ )) ≤ 2ρ̃，并且都通过公共点 x。因此，对每个 x ∈

⋃
P̃∈(P̃ ′′)Tρ̃

Y ′′(P̃ )，该集
合中存在一对棱柱 P̃ , P̃ ′，满足

∠
(
Π(P̃ Tρ̃), Π

(
(P̃ ′)Tρ̃

))
≳ ν1/2(ã/(ρ̃c̃)).

（作为比较，Π(P̃ Tρ̃) 与 Π((P̃ ′)Tρ̃) 的定义精度为 ã/(ρ̃c̃)。）
因此，对每个 Tρ̃ ∈ Tρ̃、每个 P̃0 ∈ P̃ ′′

Tρ̃
及每个 x ∈ Y ′′(P̃0)，有

sup
P̃∈((P̃ ′

Tρ̃
)Y ′ (x))

∠
(
Π(P̃

Tρ̃

0 ),Π(P̃ Tρ̃)
)
≳ ν1/2ã/(ρ̃c̃),
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从而
inf

x∈Y ′′(P̃0)
sup

P̃∈((P̃ ′
Tρ̃

)Y ′ (x))

∠
(
Π(P̃

Tρ̃

0 ),Π(P̃ Tρ̃)
)
≳ ν1/2ã/(ρ̃c̃).

这正是以 λ ≈δ δ
4η+4ε1 应用引理 5.10 所需的条件。令 P̃ ′′′ 为满足 |Y ′′(P̃0)| ⪆δ δ

4η+4ε1 的 P̃0 ∈ P̃ ′′

的集合。撤销重标度后，对每个 P̃0 ∈ P ′′′，∣∣∣Nν1/2ã(P̃0) ∩
⋃
P̃∈P̃

Y (P̃ )
∣∣∣ ⪆δ δ

16η+16ε1 |Nν1/2ã(P̃0)|. (8.20)

这意味着，把 (T4, Y4)δ 作一个 ≈δ 1 因子的精化后，可得到一对 (T′
4, Y

′
4)δ，使每个 x ∈⋃

T∈T′
4
Y ′
4(T ) 都满足 ∣∣∣B(x, ν1/2ã) ∩

⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ⪆δ δ

O(η+ε1)|B(x, ν1/2ã)|. (8.21)

由推论 5.19（并使用 (8.19)），只要取 α ≤ ωε2/2，并令 ε1 与 η 足够小（依赖于 ω, ε2 及 (8.21) 右
端隐含常数），结论 (A) 成立。
最后考虑 (8.19) 不成立的情形，即

ν ≤ δ−ε2 . (8.22)

这意味着，对每个 Tρ̃ ∈ Tρ̃，集合 {Y ′′(P̃ ) : P̃ ∈ (P̃ ′′)Tρ̃} 的重叠度至多为 δ−ε2。由抽屉原理，可以
选取 (P̃4, Y4)ã×ρ̃c̃×c̃ 的一个精化 (P̃5, Y5)ã×ρ̃c̃×c̃，满足步骤 7 列出的四项性质。

8.3 操作 #3：用局部 C loc
KT -CW 较小的更宽颗粒替换原颗粒

引理 8.3. 我们采用第 7.4 节中操作 #1、#2、#3 的共同设置：假设。则下列结论至少有一个成
立。
假设 E(σ,ω) 成立，并令 ε > 0。则存在 α, η, c > 0，使得对所有 0 < δ ≤ ρ ≤ 1 以及满足

b/c = ρ 的所有 δ ≤ a ≤ b ≤ c，下述结论成立。
设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。设 Tρ 是 T 的平衡分割覆盖，

并假设 (T, Y )δ 相对于 Tρ 以误差 δ−η 宽广。设 (P, Y )a×b×c 是 (T, Y )δ 关于 Tρ 的鲁棒 δη-稠密双
尺度颗粒分解。
则下列结论至少有一个成立。

(A) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (A)。

(B) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (B)。此外，

(iv) C loc
KT -CW (P ′) ≤ δ−ζ。

(C) 操作 #1、#2、#3 共同设置中的结论 (C)。此外，
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(v) c̃ ≥ c，δ−ζ/400ρ ≤ ρ̃ ≤ 1。

证明. 步骤 1. 令 0 < ε1 < · · · < ε4 为稍后选取的小量。对 i = 1, . . . , 3，取 εi 相对于 εi+1 很小；
取 ε4 相对于 ε 很小；再取 α, η 相对于 ε1 很小。

首先，可以假设
a ≤ δ1−ε1 , (8.23)

否则只要根据 ε1 把 α 和 η 取得足够小，结论 (A) 立即成立。论证与引理 8.2 证明的步骤 1 完全
相同。
接下来正则化 T。通过二进抽屉原理，并以一个 ≳ (log 1/δ)−1/ε1 精化 (T1, Y1)δ 替换 (T, Y )δ，

可假设：

(a) 对每个形如 τi = δε1i 的尺度，i = 1, . . . , ε−1
1 ，存在“密度”λi，使∣∣∣B(x, τi) ∩

⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ∼ λi|B(x, τi)| 对每个 x ∈

⋃
T∈T1

Y1(T ). (8.24)

(b) 对每个 i = 1, . . . , ε−1
1 ，存在一对 (Tτi , Yτi)τi，它是 ⪆δ δ

η-稠密的。此外，Tτi 是 T1 的平衡分
割覆盖；且对每个 Tτi，

Yτi(Tτi) ⊂ Tτi ∩
⋃

T∈T1

Nτi(Y1(T )).

由此，CF -SW (Tτi) ≲ CF -SW (T1) ≲ (log 1/δ)−1/ε1δ−η，并且

CKT -CW (Tτi) ≲ CKT -CW (T1)
#Tτi

#T1

|Tτi |
|T |

.

若按 ε1 把 η > 0 取得足够小，则可对 E(σ,ω) 应用估计（以 ε1 代替 ε），得到∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ δ2ε1λiτ

ω
i CKT -CW (Tτi)

−1(#Tτi)|Tτi |
(
CKT -CW (Tτi)

−3/2CF -SW (Tτi)(#Tτi)|Tτi |1/2
)−σ

⪆δ δ
2ε1+O(η)

[
λi

(τi
δ

)ω( |Tτi |(#Tτi)
1/2

|T |(#T)1/2
)σ]

δω(#T)|T |
(
(#T)|T |1/2

)−σ

⪆ δ3ε1
[
λi

(τi
δ

)ω |Tτi |σ/2

|T |σ/2
]
δω(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
.

(8.25)

最后一个不等式使用了 CKT -CW (T1) ⪅δ δ
−η，因而 (#T)/(#Tτi) ⪅δ δ

−η|Tτi |/|T |。特别地，若存在
某个 i 使 λi

(
τi
δ

)ω |Tτi |
σ/2

|T |σ/2 显著大于 1，就得到引理 8.3 的结论 (A)。

步骤 2. 令 P1 = P。对每个 P ∈ P1，定义 Y1(P ) = Y (P )∩
⋃

T∈T1[Tρ]
Y1(T )，其中 Tρ ∈ Tρ 是满足

P ∈ Tρ 且 ∠(dir(P ), dir(Tρ)) ≤ 2ρ 的唯一 ρ-管。由于 (T1, Y1)δ 是 (T, Y )δ 的一个 ≈δ 1 精化，由定
义 7.1 第 (ii)、(iii) 项，(P1, Y1)a×b×c 是 (P, Y )a×b×c 的一个 ≈δ 1 精化。
对每个着色 Y1(P )应用引理 5.9，得到正则子着色 Y2(P ) ⊂ Y1(P )。令 P2 ⊂ P1为满足 |Y2(P )| ≥

δ2η|P | 的棱柱集合；则 (P2, Y2)a×b×c 是 (P1, Y1)a×b×c 的一个 ≳ 1 精化。
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令 P3 = P2。再经二进抽屉原理，可以选取 θ0 ∈ [ab , 1]，以及 (P2, Y2)a×b×c 的一个 (log 1/δ)−1

精化 (P3, Y3)a×b×c，使得对每个 x ∈
⋃

P∈P3
Y3(P )，都有 θ(x) ∼ θ0，其中 θ(x) 定义见定义 5.12。

先考虑 θ0 ≥ δ−ε1(a/b)。目标是证明结论 (A)。令 P ′
3 ⊂ P3 为满足 |Y3(P0)| ≥ 1

100δ
2η|P0| 的棱

柱集合。对每个 x ∈ Y3(P0)，有
a

b
+ sup

P∈P2

∠(Π(P0),Π(P )) ≳ θ0.

又有 |Y3(P0)| ≥ 1
100δ

2η|P0|，每个 P ∈ P2 满足 |Y2(P )| ≥ 1
100δ

2η|P0|，且 Y2(P ) 正则。因此可应用
引理 5.10（以 Y3(P0) 代替 Y0(P0)，以 (P2, Y2)a×b×c 代替 (P, Y )a×b×c），得到∣∣∣Nbθ0(P0) ∩

⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ⪆δ δ

8η|Nbθ(P0)|. (8.26)

由于 (8.26) 对每个 P0 ∈ P ′
3 成立，且 (P ′

3, Y3)a×b×c 是 (P, Y )a×b×c 的一个 ⪆δ 1 精化，再作一
个 ∼ 1 精化 (P ′

3, Y
′
3)a×b×c 后，可假设对每个 x ∈

⋃
P∈P ′

3
Y ′
3 都有∣∣∣Nbθ0(x) ∩

⋃
P∈P

Y (P )
∣∣∣ ⪆δ δ

8η|Nbθ0(x)|.

令 (T1, Y
′
1)δ 为由 (P ′

3, Y
′
3)a×b×c 诱导的 (T1, Y1)δ 的精化。由定义 7.1 第 (ii) 项，(T1, Y

′
1)δ 是

(T1, Y1)δ 的一个 ≈δ 1 精化，并且对每个 x ∈
⋃

T∈T′
1
Y ′
1(T )，∣∣∣Nbθ0(x) ∩

⋃
T∈T′

1

Y (T )
∣∣∣ ⪆δ δ

8η|Nbθ0(x)|. (8.27)

因为 bθ0 ≥ δ−ε1a，由推论 5.19，只要按 ε1 把 η > 0 取得足够小，并取 α ≤ ε1ω/2，就得到结
论 (A)。
以下假设 θ0 ≤ δ−ε1(a/b)，即

sup
x

sup
P,P ′∈(P3)Y3 (x)

∠
(
Π(P ), Π(P ′)

)
≤ δ−ε1(a/b). (8.28)

步骤 3. 回忆定义 7.3 后的讨论（此处该讨论中的 K 为 δ−ε1）。以一个 ∼ 1 精化 (P4, Y4)a×b×c 替
换 (P3, Y3)a×b×c（它又诱导 (T1, Y1)δ 的一个 ∼ 1 精化 (T4, Y4)δ）后，可找到一族两两不同、尺寸
为 δ−ε1 ac

b × c× c 的棱柱 U，满足：

(a) 集合 {P4⟨U⟩ : U ∈ U} 构成 P4 的一个分割；

(b) 集合 {⋃
P∈P4⟨U⟩ Y4(P ) : U ∈ U

} 两两不交。
每个 U ∈ U 的尺寸为 δ−ε1 ac

b × c× c = δ−ε1 a
ρ × c× c。因此，对每个 U，存在至多 ≲ δ−3ε1 个

尺寸可与 a
ρ × c× c 比较的棱柱 {Z}，使得对每个 P ∈ P4⟨U⟩，都存在一个 Z 满足 □(P ) ⊂ Z（回

忆 ρ = b/c，故 □(P ) 的尺寸可与 a
ρ × c× c 比较）。
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令 ZU 为使
#{P ∈ P4 : □(P ) ⊂ Z},

最大化的、尺寸可与 a
ρ × c× c 比较的棱柱。于是 #P4⟨ZU ⟩ ≳ δ3ε1(#P4⟨U⟩)。令 Z = {ZU : U ∈ U}，

P5 =
⋃

U∈U P4⟨ZU ⟩，并令 Y5 为 Y4 在 P5 上的限制。则 (P5, Y5)a×b×c 是 (P4, Y4)a×b×c 的一个 ≳ δ3ε1

精化，并有：

(a′) 集合 {P4⟨Z⟩ : Z ∈ Z} 构成 P5 的一个分割；

(b′) 集合 {⋃
P∈P5⟨Z⟩ Y5(P ) : Z ∈ Z

} 两两不交。
对每个 Z ∈ Z，(P5⟨Z⟩)Z 中各集合是尺寸可与 ρ× ρ× 1 比较的凸集，也就是可与 ρ-管比较。

为记录这一事实，定义 (T̃Z , Ỹ5)ρ = ((P5⟨Z⟩)Z , Y Z
5 )ρ×ρ×1。

以 ≈δ 1 精化替换 (P5, Y5)a×b×c 与 Z 后，可假设每个 Z ∈ Z 的 T̃Z 具有近似相同的大小（至
多相差因子 2），且对每个 T̃ ∈ T̃Z，|Ỹ5(T̃ )|也近似相同。此外，可假设每对 (T̃Z , Ỹ5)ρ 都是 ⪆δ δ

η-稠
密。

步骤 4. 为方便记号，固定 Z ∈ Z。下文将寻找若干量（例如尺度、重数等），并根据排列 T̃Z 的具
体性质区分不同情形。不过，通过对 Z 作抽屉化，可以假设下文所有这些量对每个 Z ∈ Z 都相同
（至多相差因子 2），且所有 Z 都落在相同情形中。

对 T̃Z 应用命题 4.6（凸集因子分解）。得到 m ≥ 1、T̃Z 的一个 ≈δ 1 精化 T̃′
Z，以及由全等棱

柱组成的 T̃′
Z 的分割覆盖 WZ；记这些棱柱尺寸为 s× t× 1（因每个棱柱至少包含一根管，其最长

尺寸为 ∼ 1）。WZ 关于 Frostman 凸Wolff 公理从下方、关于 Katz–Tao 凸Wolff 公理从上方对 T̃′
Z

进行因子分解，两者误差均为 ⪅δ 1。最后，

CKT -CW (T̃′
Z) ≤ m, 且 #T̃′

Z [W ] ≈δ m
|W |
|T̃ |

对每个 W ∈ WZ . (8.29)

先考虑
m ≤ δ−ζ . (8.30)

目标是证明引理 8.3 的结论 (B)。
如步骤 4 开头所述，可假设至少一半 Z ∈ Z 满足 (8.30)。令 P6 ⊂ P5 为 P6 =

⋃
Z ϕ−1

Z (T̃′
Z)，

其中并取遍满足 (8.30) 的 Z。令 Y6 为 Y5 在 P6 上的限制。
则 (P6, Y6)a×b×c 是 (P5, Y5) 的一个 ⪆δ 1 精化。撤销缩放 ϕZ 后，对每个 P ∈ P6，

CKT -CW

(
P6⟨2□(P )⟩

)
≲ sup

Z∈Z
CKT -CW (P6⟨Z⟩) ≤ m.

因此
C loc

KT -CW (P6) ≲ m.
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最后再作二进抽屉化，可选取 (P6, Y6)a×b×c 的一个 ≈δ 1精化 (P ′, Y ′)a×b×c（它又诱导 (T4, Y4)δ

的一个 ⪆δ δ3ε1 精化 (T′, Y ′)δ），以及 T′
ρ ⊂ Tρ，使得 T′

ρ 是 (T′, Y ′)δ 的平衡分割覆盖，并且
(P ′, Y ′)a×b×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 T′

ρ 的鲁棒 ≈δ δ
3ε1-稠密双尺度颗粒分解。

由于 C loc
KT -CW (P ′) ≲ m，引理 8.3 结论 (B) 的第 (iv) 项成立。第 (iii) 项由构造成立。若按 ε 把

ε1 取得足够小，则 (T′, Y ′)δ 满足第 (i) 项。最后，因为

#
(
T′[Tρ]Y ′(x)

)
⪆δ δ

3ε1#(T[Tρ])Y (x) 对每个 Tρ ∈ T′
ρ 且每个 x ∈

⋃
T∈T′[Tρ]

Y ′(T ),

且假设 (T, Y )δ 相对于 Tρ 以误差 δ−η 宽广，故 (T′, Y ′)δ 相对于 T′
ρ 以误差 ⪅δ δ

−η−3ε1 宽广。选择
η 与 ε1 足够小，使其 ≤ δ−ε，即验证结论 (B) 第 (ii) 项。3

因此，若 (8.30) 成立，则引理 8.3 的结论 (B) 成立。以下假设其失败，即

m > δ−ζ . (8.31)

步骤 5. 步骤 4 中我们固定了 Z ∈ Z。现在继续固定该 Z，并另外固定 W ∈ WZ。同步骤 4 一样，
可经二进抽屉原理假设，对每个 Z ∈ Z 及每个 W ∈ WZ，所有相关尺度、重数等近似相同（至多
相差因子 2）。
以下分析步骤 4 构造的各对 (T̃′

Z [W ], Ỹ5)ρ。为方便记号，记这样的对为 (T̃, Ỹ )ρ。回忆该对是
⪆δ δ

η-稠密；T̃ 的基数由 (8.29) 给出；且 m 满足 (8.31)。特别地，

CF -CW (T̃W ) ⪅δ 1. (8.32)

对集合 T̃ 应用推论 7.10（寻找宽广尺度）。将该推论的“输出”尺度记为 τ（推论 7.10 中该输
出尺度记为 ρ，但此处 ρ 已被占用）。略滥用记号，仍用 (T̃, Ỹ )ρ 表示推论 7.10 的输出。于是存在
一族 Tτ 构成 T̃ 的平衡分割覆盖，并且 (T̃, Ỹ )ρ 相对于 Tτ 以误差 ⪅δ 1 宽广。此外，

这些集合
⋃

T̃∈T̃[Tτ ]

Ỹ (T̃ ), Tτ ∈ Tτ 的重叠度 ≲ τ−β. (8.33)

我们声称
τ ≥ ρ1−ω/8, (8.34)

否则引理 8.3 的结论 (A) 成立，证明结束。若 (8.34) 不成立，则集合 {Ỹ (T̃ ) : T̃ ∈ T̃} 的重叠度至
多为 ≲ ρ−ω/4τ−β ≤ δ−ω/2；结合步骤 3 的 (b′)，即得引理 8.3 的结论 (A)。

步骤 6. 我们希望对每个集合 (T̃Tτ , Ỹ Tτ )ρ/τ 应用估计 E(σ,ω)。但目前无法很好地控制 CF -SW (T̃Tτ )。
为解决这一问题，对每个 (T̃[Tτ ], Ỹ )ρ 应用命题 4.8（关于 Frostman 薄板 Wolff 公理的凸集因子分

3严格说，只有当 δ > 0 足够小（依赖于上述 ⪆ 记号中的隐含常数）时，才能保证误差 ≤ δ−ε。若不满足，则只要把
κ > 0 取得足够小，结论 (A) 即成立。
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解），以 ε2 代替 ε。只要 ε1 与 η 相对于 ε2 足够小即可。于是得到 (T̃[Tτ ], Ỹ )ρ 的一个 ⪆δ δ
ε2 精化

(T̃′[Tτ ], Ỹ
′)ρ，以及 Tτ 的一族凸子集 VTτ，它关于 Frostman 薄板 Wolff 公理以误差 δ−ε2 从下方因

子分解 T̃′[Tτ ]。此外，
这些集合

⋃
T̃∈T̃′[V ]

Ỹ ′(T̃ ), V ∈ VTτ 两两不交. (8.35)

经抽屉化，可假设 VTτ 中的集合尺寸相同，并且对所有 Tτ ∈ Tτ 这些尺寸也相同。记为 θ×τ ′×1。
由于 V ⊂ Tτ，有 τ ′ ≤ τ。我们声称该不等式几乎取等，即

δε2/βτ ⪅δ τ
′ ≤ τ. (8.36)

验证如下。(T̃, Ỹ )ρ 相对于覆盖 Tτ 以误差 ⪅δ 1 宽广，而 (T̃′[Tτ ], Ỹ
′)ρ 是 (T̃[Tτ ], Ỹ )ρ 的一个 ⪆δ δ

ε2

精化。由抽屉原理，至少存在一点 x，使得 T̃′
Y ′(x) 中管的方向在半径为 τ 的帽内以误差 ⪅δ δ−ε2

宽广。因此其中至少有两根管的夹角 ⪆δ δε2/βτ。另一方面，由 (8.35)，这对管必须包含在同一个
θ × τ ′ × 1 棱柱中，从而得到 (8.36)。
令 T̃′ 为 Tτ 遍历 Tτ 时各 T̃′[Tτ ] 的并，并令 Ỹ ′ 为相应着色。略滥用记号，仍将这一对记为

(T̃, Ỹ )ρ。此时该对为 ⪆δ δ
η+ε2 ≥ δ2ε2-稠密。

步骤 7. 先考虑步骤 6 中棱柱 VTτ 几乎是管的情形，即

θ ≥ δζ/10τ ′. (8.37)

若 (8.37) 成立，则每个 T̃V 由尺寸为 ρ
τ ′ ×

ρ
θ × 1 的棱柱组成。(T̃V , Ỹ V )ρ/τ ′×ρ/θ×1 是 ⪆δ δ

2ε2-稠密。
暂假设

ρ ≤ δ
√
ε2 . (8.38)

若选取 ε2 足够小，使 ε2 ≤ 1
2

√
ε2βω，因而 8ε2β√

ε2βω−8ε2
≤ 16

√
ε2

ω ，则由 (8.34) 与 (8.36)，有 δ2ε2 ≥( ρ
τ ′

) 32
√
ε2

ω 。
因此，若 ε2相对于 ε3和 ω足够小，且 (8.38)成立，就可以对每个重标度集合 (T̃V , Ỹ V )ρ/τ ′×ρ/θ×1

应用估计 F(σ,ω)（回忆定义 5.4 及注 5.6 情形 3），以 ε3 代替 ε，并以 32
√
ε2/ω 代替 η。得到∣∣∣ ⋃

T̃∈T̃[V ]

Ỹ V (T̃ V )
∣∣∣ ≳ δε3

(ρ
θ

)ω
m̃−1(#T̃[V ])|T̃ V |

(
m̃−3/2ℓ̃(#T̃[V ])|T̃ V |1/2

)−σ
, (8.39)

其中
m̃ = CKT -CW (T̃[V ]) ≤ CKT -CW (T̃) ≤ m 且 ℓ̃ = CF -SW (T̃[V ]) ≲ δ−ε2 . (8.40)

（第一个不等式使用了 (8.29)。）另一方面，若 (8.38) 不成立，则 (8.39) 可由其左端至少等于一个单
独着色的体积而得到；可选取一根管使

|Ỹ V (T V )| ⪆ δ2ε2 |T V | = δ2ε2
ρ2

τ ′θ
≥ δ2ε2ρ2 ≥ δ3ε2 ≥ δε3 . (8.41)
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由于 σ ∈ (0, 2/3]，由注 5.5 与注 5.6 情形 3，

m̃−1(#T̃[V ])|T̃ V |
(
m̃−3/2ℓ̃(#T̃[V ])|T̃ V |1/2

)−σ
≲ 1. (8.42)

结合 (8.41) 与 (8.42)，即得 (8.39) 在 (8.38) 不成立时也成立。因此无论 (8.38) 成立与否，(8.39) 都
成立。
撤销缩放 ϕV，并代入 (8.40) 中的 m̃, ℓ̃，得到∣∣∣ ⋃

T̃∈T̃[V ]

Ỹ (T̃ )
∣∣∣ ≳ δ2ε3

(ρ
θ

)ω
m−1(#T̃[V ])|T̃ |

(
m−3/2(#T̃[V ])

|T̃ |1/2

|V |1/2
)−σ

. (8.43)

由 (8.33)、(8.35)（回忆已将 Ỹ ′ 重命名为 Ỹ）和 (8.43)，∣∣∣ ⋃
T̃∈T̃

Ỹ (T̃ )
∣∣∣ ≳ τβ

∑
Tτ∈Tτ

∑
V ∈VTτ

∣∣∣ ⋃
T̃∈T̃[V ]

Ỹ (T̃ )
∣∣∣

≳ δ2ε3+β
(ρ
θ

)ω
m−1(#T̃)|T̃ |

(
m−3/2(#T̃[V ])

|T̃ |1/2

|V |1/2
)−σ

.

(8.44)

接着，由 (8.32)，以及 (T̃′[Tτ ], Y
′)ρ 是 (T[Tτ ], Ỹ )ρ 的一个 ⪆δ δ

ε2 精化，有 CF -CW (T̃W ) ⪅δ δ
−2ε2。

由 (8.29)，#T̃ ⪆δ δ
2ε2

(
m |W |

|T̃ |

)。由于
#T̃[V ] ≤ CF -CW (T̃W )

|V |
|W |

(#T̃) ⪅δ δ
−2ε2 |V |

|W |

(
m
|W |
|T̃ |

)
,

结合 (8.31)、(8.36)、(8.37) 与 (8.44)，得到∣∣∣ ⋃
T̃∈T̃

Ỹ (T̃ )
∣∣∣ ⪆δ δ

2ε3+β−ζσ/2
(ρ
θ

)ω
m−1(m

|W |
|T̃ |

)|T̃ |
(
m−1

(
m
|V |
|T̃ |

) |T̃ |1/2
|V |1/2

)−σ

⪆δ δ
2ε3+β−ζσ/4

(ρ
θ

)ω+σ
|W |.

(8.45)

步骤 8. 分析 (8.45)。其左端集合包含在尺寸为 s× t× 1 的棱柱 W 中。其次，ε3 和 β 在 ζ 与 σ

之后选取，因此可以令前两者足够小，使 δ−2ε3+β−ζσ/4 ≥ δ−ζσ/5。
于是由抽屉原理，可选取一个半径为 θ 的球 B（回忆 ρ ≤ θ ≤ s），满足∣∣∣B ∩

⋃
T̃∈T̃

Ỹ (T )
∣∣∣ ⪆ δ−ζσ/5

(ρ
θ

)ω+σ
|B|. (8.46)

回忆步骤 4开始时固定了 Z ∈ Z。ρ-管 T̃是 P3⟨Z⟩中棱柱在映射 ϕZ 下的像。令 B† = ϕ−1
Z (B)，

则 B† 是尺寸 θ a
ρ × θc× θc 的椭球。由 (8.46)，∣∣∣B† ∩

⋃
P∈P1

Y1(P )
∣∣∣ ⪆ δ−ζσ/5

(ρ
θ

)ω+σ
|B†|. (8.47)
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令 1 ≤ i ≤ ε−1
1 满足 δiε1 ≤ θ a

ρ < δ(i−1)ε1。该 i 存在，因为 θ ∈ [ρ, 1] 且 δ ≤ a
ρ = ac

b ≤ c ≤ 1。回忆
τi = δiε1，所以 θa/ρ ≤ τiδ

−ε1 蕴含 ρ/θ ≥ δε1a/τi ≥ δ1+ε1/τi。于是存在半径为 τi 的球 Bτi，使

λi ≥
∣∣∣Bτi ∩

⋃
T∈T1

Y1(T )
∣∣∣|Bτi |−1 ≥ δ3ε1−ζσ/5

(ρ
θ

)ω+σ
≥ δ4ε1−ζσ/5

( δ

τi

)ω |T |σ/2

|Tτi |σ/2
. (8.48)

结合 (8.25) 与 (8.48)，只要选取 ε1 ≤ 1
100ζσ 并令 α 足够小，就得到引理 8.3 的结论 (A)。

这结束了 (8.37) 成立时的分析。以下假设 (8.37) 不成立。

步骤 9. 回到步骤 7 开头，但不再假设 (8.37)，而是假设
θ < δζ/10τ ′. (8.49)

非正式地说，(8.49) 表示 VTτ 中棱柱 V 是扁平的。
回忆步骤 4、5中固定了 Z ∈ Z 与 W ∈ WZ。本步骤再固定一根 τ -管 Tτ ∈ Tτ 和一个 θ×τ ′×1

棱柱 V ∈ VTτ。定义 T† = T̃[V ]，令 Y † 为 Ỹ 在 T† 上的限制。因此 (T†, Y †)ρ 是包含在 V 中的一
族 ρ-管，并有

CF -SW ((T†)V ) ⪅δ δ
−ε2 . (8.50)

经抽屉化，可假设 (T†, Y †)ρ 是 ⪆δ δ
2ε2-稠密。

对每根“柄”T †
0 ∈ T†，定义“发刷”

H(T †
0 ) = {T † ∈ T† : Y †(T †

0 ) ∩ Y †(T †) ̸= ∅}.

我们声称，对每根 T †
0 ∈ T†，集合

N(τ ′/θ)ρ(T
†
0 ) ∩

⋃
T †∈H(T †

0 )

Y †(T †) (8.51)

包含在一个尺寸可与 ρ× (τ ′/θ)ρ× 1 比较的长方棱柱中，记为 X = X(T †
0 )。这是直接的几何事实，

见图 13。定义 Y (X) 为集合 (8.51)，故 Y (X) ⊂ X。
接下来声称：若 ε2 相对于 ε3 足够小，则对 T† 中 ⪆δ 1 比例的管 T †

0，有
|Y (X)| ⪆δ δ

ε3 |X|, 其中 X = X(T †
0 ). (8.52)

估计 (8.52) 说明着色 Y (X) 是 ⪆δ δε3-稠密。这是一个标准 Córdoba 型 L2 论证。简述如下：令
Y ‡(T †) ⊂ Y †(T †) 为正则着色（定义 5.8），且 |Y ‡(T †)| ≥ 1

2 |Y
†(T †)|。由抽屉原理，T† 中 ⪆δ 1 比

例的管 T †
0 满足

|{x ∈ Y †(T †
0 ) : #T†

Y ‡(x) ≥
1

4
#T†

Y †(x)}| ⪆δ δ
2ε1 |T †

0 |. (8.53)

对 (8.53) 左端集合中的每个点 x，可选取一根 T † ∈ T†，使 x ∈ Y ‡(T ) 且 ∠(dir(T †
0 ), dir(T †)) ⪆δ τ

（回忆步骤 5 中已把 (T̃, Ỹ )ρ 精化为相对于 Tτ 以误差 ⪅δ 1 宽广）。从 (8.53) 左端取一个 δ/τ -分离
点集，并考虑对应管 {T †}。由于每个 Y ‡(T †) 正则，这些着色限制在 X 中后的体积之和满足∑

{T †}

|Y ‡(T †) ∩X| ⪆δ δ
2ε1 |X|.
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X(T †
0 )

T †
0 V

图 13: 图中所有红色管都与黑色柄管 T †
0 相交。由于每根管都包含在 θ × τ ′ × 1 棱柱 V 中，每根

管与平面 Π(V ) 的夹角都为 ≲ θ/τ ′。又因为每根红色管都与 T †
0 相交，所以这些管的并与 T †

0 的
(τ ′/θ)ρ-邻域的交，被包含在绿色棱柱 X = X(T †

0 )中，其尺寸为 θ
τ ′ · (

τ ′

θ )ρ× ( τ
′

θ )ρ×1 = ρ× ( τ
′

θ )ρ×1。

最后用 Córdoba 型 L2 论证证明对应着色 {Y ‡(T )} 在 X 中几乎不相交，即得 (8.52)。略滥用记
号，我们进一步精化 T†，使每个 T † ∈ T† 都满足 (8.52)。经二进抽屉原理，并把 T† 替换为一个
≈δ 1 精化（仍记为 T†），可选取一个数 M 以及一族本质不同的 ρ × τ ′ρ

θ × 1 棱柱 X，其基数为
#X = M−1(#T†)，并满足：

(a) 对每个 X ∈ X，约有 ∼ M 根 T † ∈ T† 满足 T † ⊂ X 且 X(T †) 与 X 可比较。记这一管族为
T†
X。

(b) 对所有 X ∈ X，集合 T†[X] 的基数相同（至多相差因子 2）。

注意 T†
X ⊂ T†[X]，但两者未必相等；可能有 #T†[X] 远大于 #X。特别地，T† =

⊔
X∈X T†

X，但 X
未必是 T† 的分割覆盖。例如，T†[X] 中可能存在一根管同时包含在另一个棱柱 V ′ 中；这根管也将
包含在 T†

X′ 中，其中 X ′ 的方向与 V ′ 相容（回忆图 13）。因此 X 与 X ′ 可能横截相交。

步骤 10. 步骤 9固定了一根 τ -管 Tτ ∈ Tτ 和一个 θ×τ ′×1棱柱 V ∈ VTτ，并构造一对 (X , Y )
ρ× τ ′

θ
ρ×1
。

X 依赖于 V，因此记为 XV。本步骤分析不同 XV 之间的相互作用。
定义 V =

⋃
Tτ∈Tτ

VTτ。注意 V 是包含在 W 中的一族 θ× τ ′ × 1 棱柱（W 在步骤 5 固定）。步
骤 9 中的 M 依赖于 V，但经抽屉化并精化 V，可假设对每个 V ∈ V，M 相同（至多相差因子 2）。
先考虑

#T†
X ∼ M ≤ δ−ζ/100 |X|

|T †|
. (8.54)

我们将证明引理 8.3 的结论 (A) 成立。
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回忆图 13：X ∈ XV 与 V 的方向相容，即XV 的尺寸可与 ρ
θ×

ρ
θ×1比较。因此记 (X V

V , Y V ) ρ
θ
× ρ

θ
×1

为 (T ρ
θ
,V , YV ) ρ

θ
。

我们声称
这些集合

{ ⋃
X∈XV

Y (X), V ∈ V
}
的重叠度 ≤ δ−β. (8.55)

该声称由 (8.33) 与 (8.35) 结合得到，并注意 τ−β ≤ δ−β。
对每个 V ∈ V，有

CF -SW (T ρ
θ
,V ) ⪅δ δ

−2ε2 . (8.56)

这是因为 CF -SW (T̃V ) ⪅δ δ−2ε2（回忆 V 关于 Frostman 薄板 Wolff 公理以较小误差从下方因子分
解 T̃），而步骤 9 的 (b) 表明每个 X ∈ XV 包含的 T̃[V ] 中管数相同（至多相差因子 2）。因此
CF -SW (X V

V ) ⪅δ δ
−2ε2，即 (8.56)。

定义
m ρ

θ
= mM−1 |X|

|T̃ |
, (8.57)

其中 m 见 (8.29)，且 |X| = ρ× τ ′

θ ρ× 1 = τ ′

θ ρ
2。于是

CKT -CW (T ρ
θ
,V ) ⪅δ mM−1 |X|

|T̃ |
≤ m ρ

θ
. (8.58)

最后， ∑
V ∈V

(#T ρ
θ
,V ) ⪆δ M

−1#T̃[W ] ⪆ mM−1 |W |
|T̃ |

, (8.59)

最后一步使用 (8.29)。
固定 V ∈ V。对 (T ρ

θ
,V , YV )ρ/θ 应用 E(σ,ω)，以 ε4 代替 ε，并用 (8.56)，有∣∣∣ ⋃

T ρ
θ
∈T ρ

θ
,V

YV (T ρ
θ
)
∣∣∣ ⪆δ δ

ε4+2ε2
(ρ
θ

)ω
m−1

ρ
θ
(#T ρ

θ
,V )|T ρ

θ
|
(
m

−3/2
ρ
θ

(#T ρ
θ
,V )|T ρ

θ
|1/2

)−σ
. (8.60)

这里使用了 (8.58)以及 σ ≤ 2/3；后者允许把 CKT -CW (T ρ
θ
,V )替换为可能更大的 m ρ

θ
。撤销缩放 ϕV，

并利用 (8.55)，得到∣∣∣ ⋃
T̃∈T̃

Y (T̃ )
∣∣∣ ≥ ∣∣∣ ⋃

V ∈V

⋃
X∈XV

Y (X)
∣∣∣

≥ δβ
∑
V ∈V

∣∣∣ ⋃
X∈XV

Y (X)
∣∣∣

≥ δβ
|X|
|T ρ

θ
|
∑
V ∈V

∣∣∣ ⋃
T ρ

θ
∈T ρ

θ
,V

YV (T ρ
θ
)
∣∣∣

⪆δ δ
β |X|
|T ρ

θ
|
· δε4+2ε2

(ρ
θ

)ω
m−1

ρ
θ

( ∑
V ∈V

#T ρ
θ
,V

)
|T ρ

θ
|
(
m

−3/2
ρ
θ

(
sup
V ∈V

#T ρ
θ
,V

)
|T ρ

θ
|1/2

)−σ

⪆δ δ
β+2ε4 |X|

|T ρ
θ
|
·
(ρ
θ

)ω
m−1

ρ
θ

(
mM−1 |W |

|T̃ |

)
|T ρ

θ
|
(
m

−3/2
ρ
θ

(
sup
V ∈V

#T ρ
θ
,V

)
|T ρ

θ
|1/2

)−σ
,

(8.61)
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最后一行使用 (8.59)。代入 (8.57) 并化简，得到

左端 (8.61) ⪆δ δ
β+2ε4 |X|

|T ρ
θ
|
·
(ρ
θ

)ω(
mM−1 |X|

|T̃ |

)−1(
mM−1 |W |

|T̃ |

)
|T ρ

θ
|

·
((

mM−1 |X|
|T̃ |

)−3/2(
sup
V ∈V

#T ρ
θ
,V

)
|T ρ

θ
|1/2

)−σ

⪆δ δ
β+2ε4

(ρ
θ

)ω
|W |

(
mM−1 |X|

|T̃ |

)σ/2((
mM−1 |X|

|T̃ |

)−1(
M−1(sup

V ∈V
#T̃[V ])

)
|T ρ

θ
|1/2

)−σ

⪆δ δ
−σζ/4

(ρ
θ

)ω
|W |

(
m−1 |T̃ |

|X|
(
#T̃[V ]

)
|T ρ

θ
|1/2

)−σ
,

(8.62)

其中第二个不等式使用对每个 V ∈ V 都有 #T ρ
θ
,V ∼ M−1(#T̃[V ])；第三个不等式使用 (8.31)、

(8.54)、|T †| = |T̃ |，以及 β, ε4 相对于 σζ 足够小。注意，(8.62) 左端的集合包含在 W 中，而右端
含有因子 |W |。因此 (8.62) 给出了 ⋃

T̃∈T̃ Ỹ (T̃ ) 在 W 内的密度下界。该下界含有因子 δ−σζ/4，它
远大于 1，最终将使我们得到引理 8.3 的结论 (A)。

分析最后的括号项 (· · · )−σ。有

m−1 |T̃ |
|X|

(
#T̃[V ]

)
|T ρ

θ
|1/2 ≤ m−1 |T̃ |

|X|

(
CF -CW (T̃W )

|V |
|W |

(#T̃[W ])
)
|T ρ

θ
|1/2

⪅δ m
−1 |T̃ |

|X|

( |V |
|W |

(m
|W |
|T̃ |

)
)
|T ρ

θ
|1/2

=
|V |
|X|

|T ρ
θ
|1/2

=
θ

ρ
,

(8.63)

其中第二个不等式使用了 (8.32) 与 (8.29)。
结合 (8.62) 与 (8.63)，得到∣∣∣ ⋃

T̃∈T̃

Y (T̃ )
∣∣∣ ⪆δ δ

−σζ/4
(ρ
θ

)ω+σ
|W |. (8.64)

步骤 11. 现在可以仿照步骤 8。(8.64) 左端集合包含在尺寸为 s × t × 1 的 W 中，并且 δ ≤ ρ ≤
θ ≤ s ≤ 1。因此存在半径为 θ 的球 Bθ，满足∣∣∣Bθ ∩

⋃
T̃∈T̃

Y (T̃ )
∣∣∣ ⪆δ δ

−σζ/4
(ρ
θ

)ω+σ
|Bθ|.

回忆步骤 4 开头固定了 Z ∈ Z。ρ-管 T̃ 是 P3⟨Z⟩ 中棱柱在 ϕZ 下的像。令 B† = ϕ−1
Z (Bθ)；它是尺

寸为 θ a
ρ × θc× θc 的椭球，并满足∣∣∣B† ∩

⋃
T1∈T1

Y1(T )
∣∣∣ ⪆δ δ

−σζ/4
(ρ
θ

)ω+σ
|B†|.
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这与 (8.47) 对应。完全相同的论证（特别注意 a ∈ [δ, 1]）表明，只要取 α < σζ/10，引理 8.3 的结
论 (A) 成立。因此 (8.54) 成立的情形分析结束。

步骤 12. 回到步骤 10 开头，但改为假设

M > δ−ζ/100 |X|
|T̃ |

. (8.65)

概括当前情形：

• 已固定 Z ∈ Z（尺寸为 a
ρ × c× c）和 W ∈ WZ；

• 有一族包含在 W 中的 ρ-管 T̃；

• 有一族包含在 W 中的 θ × τ ′ × 1 棱柱 V；

• 对每个 V ∈ V，有一族 ρ× τ ′

θ ρ× 1 棱柱 XV，以及分割 T̃[V ] =
⊔

X∈XV
(T̃[V ])X；

• 每个 (T̃[V ])X 的基数约为 M，且 M 满足 (8.65)；

• T̃ 上有着色 Ỹ，使 (T̃, Ỹ )ρ 是 ⪆δ δ
2ε2-稠密。

令 X =
⋃

V ∈V XV（略滥用记号，因为步骤 9 中 X 表示固定 V 后的 XV）。为简化记号，定义
T̃X = (T̃[V ])X，其中 V 是满足 X ∈ XV 的唯一棱柱。由于 (T̃, Ỹ )ρ 是 ⪆δ δ

2ε2-稠密，对 X 作无害
精化后，可假设每对 (T̃X , Ỹ )ρ 都是 ⪆δ δ

2ε2-稠密，其中 Ỹ 为原着色在 T̃X 上的限制。
对每个 X ∈ X 的 (T̃X , Ỹ )ρ 应用推论 7.10（寻找宽广尺度）。得到尺度 ρ̃ 以及一个 ⪆δ 1 精化

(T̃′
X , Ỹ ′)ρ，它相对于某个 ρ̃-管平衡分割覆盖以误差 ⪅δ 1 宽广。
经二进抽屉原理并精化 X，可假设推论 7.10 给出的尺度 ρ̃ 对每个 X 都相同。我们声称

ρ̃ ⪆δ δ
−ζ/200ρ. (8.66)

验证如下。对每个 X ∈ X，集合 {Ỹ ′(T̃ ) : T̃ ∈ T̃′
X} 的重叠度至多为 ⪅δ (τ

′/ρ̃)β(ρ̃/ρ)。原因是，通
过公共点 x 的 T̃′

X 中的管，其方向限制在单位球面 S2 ⊂ R3 上一个 ρ× τ ′ 区域内。由于这些管本
质不同且通过同一点，其方向彼此 ρ-分离。因此，在一个 S2 上的 ρ × ρ̃ 区域内至多有 ρ/ρ̃ 根管，
而对计数有贡献的不同 ρ̃-管至多为 (τ ′/ρ̃)β 根。于是∣∣∣ ⋃

T̃∈T̃′
X

Ỹ ′(T̃ )
∣∣∣ ⪆δ

( ρ̃

τ ′

)β(ρ
ρ̃

) ∑
T̃∈T̃′

X

|Ỹ ′(T̃ )| ≥ δ−ζ/200
(ρ
ρ̃

)
|X|,

其中第二个不等式使用 (8.65) 和 β < ζ/200。左端包含在 X 中，故得到 (8.66)。
接着，对每个 X ∈ X，存在一族本质不同、包含在 X 内的 ρ× ρ̃× 1 棱柱 {U}，它们构成 T̃′

X

的分割覆盖；且对每个这样的 U，(T̃′
X [U ], Ỹ ′)ρ 相对于以 dir(U) 为中心、直径 ρ̃ 的帽以误差 ⪅δ 1

宽广。见图 14。
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图 14: 在黑色棱柱 X 内找到一族蓝色的 ρ× ρ̃× 1 棱柱，它们构成红色管族 T̃′
X 的分割覆盖。同一

个蓝色 ρ× ρ̃× 1 棱柱中的典型一对管，以约为 ρ̃ 的角度相交。

对每个这样的棱柱 U，定义
Y (U) =

⋃
T̃∈T̃′

X [U ]

Ỹ ′(T̃ ).

一个 Córdoba 型 L2 论证表明：对每个使 (T̃′
X [U ], Ỹ ′)ρ 为 ⪆δ δ

2ε2-稠密的 U（其中 Ỹ ′ 是 T̃′
X 上着

色在 T̃′
X [U ] 的限制），有 |Y (U)| ⪆δ δ

8ε2 |U |。令 U 为当 X 遍历 X 时所有满足该性质的 U 的集合。
注意，U 中棱柱未必本质不同。

步骤 13. 本步骤撤销前一步中的各种变换与重标度，并理解棱柱 U 及其着色 Y (U) 在原始空间
（即 T 与 P 所在的空间）中对应什么。

步骤 12 中固定了 Z ∈ Z 和 W ∈ WZ。回忆 T̃ 来自 (P5⟨Z⟩)Z，是一族 ρ× ρ× 1-管。我们得
到一族 ρ × ρ̃ × 1 棱柱 U = UW,Z（这里的 U 与步骤 3 中用来引入 Z 的 U 不同），以及这些棱柱
上的着色 Y (U)；这些棱柱都包含在 W 中。撤销线性变换 ϕZ，得到棱柱族 ϕ−1

Z (UW,Z)。经抽屉化，
可假设其尺寸为 ã× b̃× c，其中 ã ≥ a、b̃ ≥ b。因为 ϕZ 使体积改变因子 (a/ρ)c2，有 (ãb̃) = acρ̃。
ã, b̃ 依赖于 W,Z，但经抽屉化可假设它们对所有 Z ∈ Z 和 W ∈ WZ 相同（至多相差因子 2）。我
们声称（只要 ε2 相对于 ε3 足够小），要么

ã ≤ δ−ε3a, (8.67)
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要么引理 8.3 的结论 (A) 成立（只需按 ε3 取 α 足够小）。论证与引理 8.2 步骤 1 完全相同。
以下假设 (8.67) 成立。略滥用记号，重新定义 ρ̃ = b̃/c；这可能使 ρ̃ 至多减小因子 δε3，因此

(8.66) 可弱化为 ρ̃ ≥ δ−ζ/400ρ。按此定义显然 b̃ = ρ̃c。
令

Q =
⋃
Z∈Z

⋃
W∈WZ

ϕ−1
Z (UZ,W ).

对形如 Q = ϕ−1
Z (U) 的每个 Q ∈ Q，定义 Y (Q) = ϕ−1

Z (Y (U))，并定义 PQ ⊂ P [Q] 为 ϕ−1
Z (T̃′

X [U ])，
其中 X 是与 U 关联的 ρ× τ ′

θ ρ× 1 棱柱（见步骤 12）。至此得到：

• 每个 Q ∈ Q 是尺寸 ã× b̃× c 的棱柱，且 b̃ = ρ̃c。

• 对每个 Q ∈ Q，有 PQ ⊂ P [Q]。令 P ′ =
⋃

Q∈Q PQ。存在着色 Y ′(P ) ⊂ Y (P )，使 (P ′, Y ′)a×b×c

是 (P, Y )a×b×c 的一个 ⪆δ δ
2ε2 精化。

• 每个 Q ∈ Q 具有着色
Y (Q) =

⋃
P∈PQ

Y ′(P ).

并满足 |Y (Q)| ⪆δ δ
8ε2 |Q|。

• 对每个 Q ∈ Q 和每个 x ∈ Y (Q)，满足 x ∈ Y ′(P ) 的 P ∈ PQ 的方向，在以 dir(Q) 为中心、
半径为 b̃/c 的帽内以误差 ⪅δ 1 宽广（它们对应于 ρ× ρ̃× 1 棱柱 U 中以误差 ⪅δ 1 宽广的管
T̃′
X [U ] 及其着色）。

• 由 (P ′, Y ′)a×b×c 对 (P, Y )a×b×c 的精化所诱导的 (T, Y )δ 精化，是 ⪆δ δ2ε2-稠密。若记为
(T′, Y ′)δ，则 ⋃

T∈T′

Y ′(T ) =
⋃
Q∈Q

Y (Q).

(Q, Y )ã×b̃×c 已具备引理 8.3 结论 (C) 的部分性质。对每个 Q ∈ Q，dir(Q) 定义到精度 ρ̃。因
此精化 Q 与 T′ 后，可找到一族 ρ̃-管 Tρ̃ 以及分割 Q =

⊔
Tρ̃∈Tρ̃

QTρ̃，使每个 Q ∈ QTρ̃ 包含在 Tρ̃

中，并满足 ∠(dir(Q), dir(Tρ̃)) ≤ ρ̃。
固定 Q ∈ QTρ̃ 和 x ∈ Y (Q)。所有满足 x ∈ Y ′(P ) 的 P ∈ PQ 都满足 ∠(dir(P ), dir(Q)) ≤ ρ̃；

这些方向彼此 ρ-分离，并且在以 dir(Q) 为中心、直径 ρ̃ 的帽内，在尺度 ≥ ρ 上以误差 ⪅δ 1 宽广。
对每个这样的 P（它包含在一根 ρ-管 Tρ 中），满足 x ∈ Y ′(T ) 的 T ∈ T[Tρ] 在以 dir(P ) 为中心、
直径 ρ 的帽内，在尺度 ≥ δ 上以误差 ⪅δ δ

−2ε2 宽广。因此，由引理 7.13（不同尺度的宽广性可组
合）以及定义 7.1 第 (ii)、(iii) 项，与点 x ∈ Y (Q) 关联的 T ∈ T′ 的方向，在以 dir(Q) 为中心、直
径 ρ̃ 的帽内，在尺度 ≥ δ 上以误差 ⪅δ δ

−2ε2 宽广。
虽然引理 7.13 的结论针对多重集，但这里对普通集合也成立。事实上，定义 7.1 第 (ii) 项说

明：对每个 x ∈
⋃

Q∈QTρ̃
Y (Q)，当 P 遍历 ⋃

Q∈QTρ̃
PQ 中包含在 Tρ 内的元素时，集合 {dir(T ) :
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T ∈ T[Tρ] 且x ∈ Y ′(T ) ∩ Y ′(P )} 两两不交。因此可以构造覆盖 T′ 的一族 ρ̃-管 Tρ̃，使 (T′, Y ′)δ 相
对于 Tρ̃ 以误差 ⪅δ δ

−2ε2 宽广。

步骤 14. 我们要证明 (T′, Y ′)δ、Q 及其着色 Y、以及 T̃ 满足引理 8.3 的结论 (C)。首先，Q 中棱
柱可能不是本质不同的。可用引理 8.2 证明步骤 5 的同一论证修复：把 Q 中可比较的棱柱合并为
一个棱柱。所得棱柱族记为 P̃；它们本质不同，尺寸可与 ã× b̃× c 比较。令 Ỹ 为 P̃ 上的着色，即
对 Q ⊂ P̃ 的着色 Y (Q) 取并。定义

PP̃ =
⋃
Q∈Q
Q⊂P̃

PQ.

若 P ∈ PP̃，则 ∠(dir(P ), dir(P̃ )) ≲ b̃/c = ρ̃。因此必要时把 ã, b̃ 放大一个常数因子，可以保证：若
(i) T ∩ P ̸= ∅，(ii) T 从 P 的长端退出，且 (iii) P ∈ PP̃，则 T ∩ P̃ ̸= ∅，且 T 从 P̃ 的长端退出。

此时 (T′, Y ′)δ 与 (P̃, Ỹ )ã×b̃×c 已满足引理 8.3 结论 (C) 的部分要求，其情形与引理 8.2 证明步
骤 5 末尾一致。
现在重复引理 8.2 证明步骤 6–8 的同一论证。于是要么引理 8.3 的结论 (A) 成立，要么存在一

族 Tρ̃，以及 (T′, Y ′)δ 与 (P̃ , Ỹ )ã×b̃×c 的进一步精化，使引理 8.3 结论 (C) 的第 (i)、(ii)、(iii) 项成
立。第 (iv) 项也成立，因为 ρ̃ ≥ δ−ζ/400ρ。因此引理 8.3 的结论 (C) 成立。

9 精细尺度归纳论证

本节目标是证明：若 (T, Y )δ 是一族 δ-管，则要么 ⋃
T Y (T ) 的体积大于断言 E(σ, ω) 中估计

(1.3) 所预期的大小；要么存在尺度 δ << ρ << 1 和一族 ρ-管，它们关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理以
及 Frostman 薄板 Wolff 公理，从上方与下方对 T 进行因子分解。精确陈述如下。
命题 9.1. 令 ω, ζ > 0、σ ∈ (0, 2/3]，并假设 E(σ, ω) 成立。则存在 α, η, κ > 0，使得对所有 δ > 0，
下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，并假设 CKT -CW (T) ≤ δ−η 且 CF -SW (T) ≤ δ−η。则下列情形
至少有一个成立。

(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
. (9.1)

(B) 存在 (T, Y )δ 的一个精化 (T′, Y ′)δ，它是 δζ-稠密的；存在一个数 ρ ∈ [δ1−ω/100, δω/100]，以
及一族 ρ-管 Tρ，使其关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理和 Frostman 薄板 Wolff 公理，均以误差
≤ δ−ζ 从上方和下方对 T′ 进行因子分解。

证明. 步骤 1. 令 ε1, ε2, ε3 为下文选取的小数。我们将使 ε1 相对于 ε2 足够小，而 ε2 相对于 ε3 足
够小。这些数依赖于 ω, σ, 和 ζ。再使 η 与 α 相对于 ε1 足够小。
对 (T, Y ) 应用命题 7.5（双尺度颗粒分解），其中以 ε1 代替 ζ；令 α1 = α1(ω, σ, ε1) 为该命题

输出。若命题 7.5 的结论 (A) 成立，则只要选取 α ≤ α1，式 (9.1) 成立，证明结束。
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下面假设命题 7.5 的结论 (B) 成立。令 ρ, c、(T1, Y1)δ、Tρ 以及 (G, Y )a×ρc×c 为命题 7.5 结论
(B) 的输出。
对 Tρ 应用命题 4.6（凸集因子分解）。我们得到 Tρ 的一个 ≈ρ 1 精化；它又诱导 (T1, Y1)δ 的一

个 ≈ρ 1精化。滥用记号，仍分别记为 Tρ 和 (T1, Y1)δ。同时得到一族全等凸集 Z：它关于 Katz–Tao
凸 Wolff 公理从上方对 Tρ 因子分解，并关于 Frostman 凸 Wolff 公理从下方对 Tρ 因子分解，二者
误差均为 ⪅ρ 1。此外，

#Tρ[Z] ⪆ρ CKT -CW (Tρ)|Z||Tρ|−1 对每个 Z ∈ Z. (9.2)

若 CKT -CW (Tρ) ≤ δ−ζ，则只要选取 ε1 ≤ ζ/2，(T1, Y1) 与 Tρ 就满足命题 9.1 的结论 (B)，证
明结束。事实上，由注 4.3(A)，有 CF -SW (Tρ) ≲ CF -SW (T1) ⪅δ δ

−η1−ε1 ≤ δ−ζ；而由注 4.3(B)，对
每个 Tρ ∈ Tρ，有 CKT -CW (TTρ

1 ) ≲ CKT -CW (T) ≤ δ−η。

步骤 2. 下面考虑 CKT -CW (Tρ) > δ−ζ 的情形，因此

#Tρ[Z] ≳ δ−ζ |Z|
|Tρ|

对每个 Z ∈ Z. (9.3)

目标是证明，只要适当选择 α > 0，命题 9.1 的结论 (A) 成立。
先证明：要么结论 (A) 已成立，要么 Z 中的棱柱几乎是管。设 Z 中棱柱的尺寸为 t × θ × 2。

若 ε1 相对于 ε2, ω, σ 足够小，则以 ε2 代替 ε 应用命题 5.2，得到∣∣∣ ⋃
T∈T1

Y1(T )
∣∣∣ ≳ δω+ε2

(θ
t

)ω
(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
, (9.4)

其中隐含常数依赖于 ε2。因此可假设
t ≥ δε3θ, (9.5)

否则，只要 ε2 ≤ ε3ω/2 且 α ≤ ε3ω/2，命题 9.1 的结论 (A) 已成立。把每个 t× θ × 2 棱柱 Z ∈ Z
替换为与其同轴的 θ-管。经过二进鸽巢并把 (T1, Y1)δ 与 Tρ 替换为 ≈δ 1 精化，可以找到 Tρ 的一
个平衡覆盖 Tθ；该覆盖关于 Frostman 凸 Wolff 公理从下方、关于 Katz–Tao Wolff 公理从上方对
Tθ 因子分解，二者误差均为 ⪅δ δ

−ε3。
式 (9.3) 蕴含：对每个 Tθ ∈ Tθ，有 #Tρ[Tθ] ⪆δ δ

ε3−ζ(θ/ρ)2，从而

#Tρ ⪆δ δ
ε3−ζ(θ/ρ)2(#Tθ). (9.6)

步骤 3. 对每个 Tθ ∈ Tθ，定义
GTθ

=
⋃

Tρ∈Tρ[Tθ]

GTρ .

我们断言：要么结论 (A) 成立（适当选择 α），要么存在 (G, Y )a×ρc×c 的一个 ≈δ 1 精化，使下述
性质成立：a ∈ [δ, δ1−ε1 ]；并且对每个 Tθ ∈ Tθ 和每个 G ∈ GTθ

，所有满足 Y (G) ∩ Y (G′) ̸= ∅ 的
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G′ ∈ GTθ
都包含在一个尺寸可与 θδ1−ε2

ρ × θc× c 比较的棱柱中（相比之下，G 的尺寸为 a× ρc× c）。
该论证与引理 8.3 步骤 1、2 完全相同，细节从略。

下文假设：对每个 Tθ ∈ Tθ 和 G ∈ GTθ
，所有满足 Y (G) ∩ Y (G′) ̸= ∅ 的 G′ ∈ GTθ

都包含在一
个尺寸可与 θδ1−ε2

ρ × θc× c 比较的棱柱中。

步骤 4. 通过二进鸽巢，可以找到一个数 µfine，并对 (T1, Y1)δ 与 Tρ 作 ≈δ 1精化，使对每个 Tρ ∈ Tρ

和每个 x ∈
⋃

T∈T1[Tρ]
Y1(T )，都有

#
(
(T1[Tρ])Y1(x)

)
∼ µfine.

这些精化可以选取到仍满足：对每个 Tρ ∈ Tρ，(TTρ

1 , Y
Tρ

1 )δ/ρ是⪆δ δ
ε1-稠密的，且 CF -SW (TTρ

1 ) ⪅δ δ
−ε1

（并仍有 CKT -CW (TTρ

1 ) ≤ δ−η）。
若 ε1 相对于 ε2 足够小，则可应用估计 E(σ, ω)，对每个 Tρ ∈ Tρ 得到∣∣∣ ⋃

T∈T1[Tρ]

Y1(T )
∣∣∣ ≳ (δ

ρ

)ω+ε2(#T1[Tρ])|T |
(
(#T1[Tρ])

( |T |
|Tρ|

)1/2)−σ
,

其中隐含常数依赖于 ε2。结合 (9.6)，得到

µfine ≲
(δ
ρ

)−ω−ε2(#T1

#Tρ

δ

ρ

)σ
⪅δ δ

−2ε3+σζ
(δ
ρ

)−ω(#T1

#Tθ

δρ

θ2

)σ
. (9.7)

步骤 5. 在以往的尺度归纳应用中，通常会把估计 (9.7) 与 Tρ 中管的重数估计配合。本文的新意在
于：我们改而将 (9.7) 与 G 的重数估计配合。
把 (G, Y )a×ρc×c 再精化一个 ≈δ 1 因子（从而也相应精化 (T1, Y1)δ），可找到一个数 µmedium，

使对每个 Tθ ∈ Tθ 和每个 x ∈
⋃

G∈GTθ
Y (G)，都有

#{G ∈ GTθ
: x ∈ Y (G)} ∼ µmedium.

下面估计 µmedium。回顾步骤 3 的结论，可以用尺寸可与 θδ1−ε2

ρ × θc× c 比较的长方棱柱 P 覆
盖 Tθ，使任意满足 Y (G) ∩ Y (G′) ̸= ∅ 的 G,G′ ∈ GTθ

都包含在同一个这样的棱柱中。记这族棱柱
为 P。对每个 P ∈ P，GP

Tθ
是一族棱柱，每个尺寸约为 ρ

θ × ρ
θ × 1；更精确地，每个棱柱尺寸可与

s × t × 1 比较，其中 s, t ∈ [δε2 ρ
θ ,

ρ
θ ]。这个额外的 δε2 因子无关紧要。经过鸽巢，可以假设对所有

Tθ ∈ Tθ 和所有 P ∈ P，s, t 都相同。
我们有 CKT -CW (GP

Tθ
) ≲ δ−ε2C loc

KT -CW (G) ≤ δ−ε1−ε2，且

CF -SW (GP
Tθ
) ≤ CF -CW (GP

Tθ
) ≤ CKT -CW (GP

Tθ
)(ρ/θ)−2(#GP

Tθ
)−1 ≤ δ−ε1−2ε2(ρ/θ)−2(#GP

Tθ
)−1.

若 ε2 相对于 ε3, ω, σ 足够小，则可应用断言 E(σ, ω)，得到∣∣∣ ⋃
GP∈GP

Tθ

Y P (GP )
∣∣∣ ≥ (ρ

θ

)ω+ε3δ5ε2(#GP
Tθ
)|GP |

([
(ρθ)−2(#GP

Tθ
)−1

][
#GP

Tθ

][
|GP |1/2]

)−σ

⪆δ

(ρ
θ

)ω+ε3δ5ε2(#GP
Tθ
)|GP |

(ρ
θ

)σ
,

100



从而
µmedium ⪅δ δ

−2ε3
(ρ
θ

)−ω−σ
. (9.8)

步骤 6. 至此已经估计了 µfine 与 µmedium。前者控制对颗粒中某一给定点有贡献的 δ-管数，后者控
制对一根 θ-管中某一给定点有贡献的颗粒数。
还需在 Tθ 上放置一个稠密着色，并得到相应的重数估计，以控制对 R3 中某一给定点有贡献的

θ-管数。通过二进鸽巢，可以精化 (T1, Y1)δ 和 Tρ，使对每个 Tθ ∈ Tθ 和每个 x ∈
⋃

T∈T1[Tθ]
Y1(T )，

|B(x, θ)∩
⋃

T∈T1[Tθ]
Y (T )| 的体积大致相同。令 Y (Tθ) = Tθ ∩Nθ

(⋃
T∈T1[Tθ]

Y1(T )
)；则 (Tθ, Y )θ 是

⪆δ δ
ε1-稠密的。再经鸽巢可找到一个数 µcoarse，使

#(Tθ)Y (x) ∼ µcoarse 对每个 x ∈
⋃

Tθ∈Tθ

Y (Tθ).

由注 4.3(A)，CF -SW (Tθ) ≲ CF -SW (T) ⪅δ δ
−ε1；且 CKT -CW (Tθ) ≲ δ−ε3CKT -CW (Z) ⪅δ δ

−ε3。因
此若 ε1 相对于 ε2 足够小，可应用 E(σ, ω) 得到∣∣∣ ⋃

Tθ∈Tθ

Y (Tθ)
∣∣∣ ≳ θω+ε2+ε3(#Tθ)|Tθ|

(
(#Tθ)|Tθ|1/2

)−σ
,

进而
µcoarse ≲ θ−ω−ε2−ε3

(
(#Tθ)θ

)σ
. (9.9)

结合 (9.7)、(9.8) 与 (9.9)，可知对每个 x ∈ R3，

#{T ∈ T1 : x ∈ Y1(T )} ≤ µfine µmedium µcoarse

⪅ δ−4ε3+σζδ−ω
(
(#T)δ

)σ
.

(9.10)

因此 ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ⪆δ δ

ω+4ε3−σζ(#T1)|T |
(
(#T)|T |1/2

)−σ
.

由于 #T1 ⪆δ δ
ε1(#T)，只要选取 ε3 < σζ/10 且 α < σζ/10，结论 (A) 成立。

10 每一尺度均满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理的管族之黏性挂谷定理

在第 6 节，我们回顾了 [26] 中证明的黏性挂谷定理的一个版本，即定理 6.2。定理 6.2 适用于
定义 6.1 意义下在每一尺度都满足 Frostman 凸 Wolff 公理的管族。本节证明其一个对应版本：管
族在每一尺度都满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。
定义 10.1. 令 K ≥ 1, δ > 0。若对每个 ρ0 ∈ [δ, 1]，都存在 ρ ∈ [ρ0,Kρ0) 和一族 ρ-管 Tρ，满足下列
性质，则称一族本质不同的 δ-管 T 在每一尺度都以误差 K 满足 Katz–Tao Wolff 公理。
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(i) Tρ 是 T 的一个 K-平衡分割覆盖。

(ii) CKT -CW (Tρ) ≤ K。

定理 10.2. 对任意 ε > 0，存在 η, κ > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 T 为一族 δ-管，并
在每一尺度都以误差 δ−η 满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理；设 Y (T ) 是一个 δη-稠密着色。则∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≥ κδε(#T)|T |. (10.1)

下一节将把定理 10.2 与命题 9.1 结合，用以证明命题 1.7。定理 10.2 由定理 6.2 与下面的
Nikishin–Stein–Pisier 型因子分解结果共同推出。

命题 10.3. 令 ε > 0。则存在 Kε, η > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 T 是单位球内一族非
空的 δ-管，并在每一尺度都以误差 δ−η 满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。则存在刚性变换 A1, . . . , AN，
其中 N ≤ Kε(#T)−1|T |−1，使每个 Ai(T) 都包含在 B(0, 2) 中，并且 ⋃N

i=1Ai(T) 含有一个本质不
同的管子集，该子集在每一尺度都以误差 Kεδ

−ε 满足 Frostman 凸 Wolff 公理。

由命题 10.3 推出定理 10.2. 固定 ε > 0，令 η = η(ε) > 0 为下文确定的小量。设 (T, Y )δ 为 δη-稠
密，并假设 T 在每一尺度都以误差 δ−η 满足 Katz–Tao Wolff 公理。经过一个无害精化，可假设对
每个 T ∈ T，都有 |Y (T )| ≥ δ2η|T |。
以一个较小的 ε1 代替 ε 应用命题 10.3。只要 η 相对于 ε1 足够小即可。令 T̃ ⊂

⋃N
i=1Ai(T) 为

命题 10.3 的输出。注意，每个 T̃ ∈ T̃ 都可写成 T̃ = Ai(T )，其中 i 为某个指标、T ∈ T。因此可定
义着色 Ỹ (T̃ ) = Ai(Y (T ))；有 |Ỹ (T̃ )| = |Y (T )| ≥ δ2η|T |，故 (T̃ , Ỹ )δ 是 δ2η-稠密的。
若 ε1 与 η 相对于 ε 足够小，则可应用定理 6.2，得到

N
∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ = N∑

i=1

∣∣∣ ⋃
T∈T

Ai(Y (T ))
∣∣∣ ≥ ∣∣∣ N⋃

i=1

⋃
T∈T

Ai(Y (T ))
∣∣∣ ≥ ∣∣∣ ⋃

T̃∈T̃

Ỹ (T̃ )
∣∣∣ ≥ κεδ

ε.

整理并利用 N ≤ Kε(#T)−1|T |−1，得到 (10.1)，其中 κ = κεK
−1
ε 。

还剩命题 10.3 需要证明。下面完成这一点。

10.1 Nikishin–Stein–Pisier 因子分解与凸 Wolff 公理

先证明命题 10.3 的单尺度版本。首先需要如下定义。
定义 10.4. 若对每个形如 ρ = δτ−ℓ、ℓ ∈ N 的尺度 ρ ∈ [δ, 1]，T 都具有由 ρ-管组成的平衡分割覆盖，
则称一族 δ-管 T 具有粒度 τ ∈ [δ, 1] 的正则性。
定义 10.5. 对 ρ > 0，定义 Aρ 为所有满足如下性质的刚性变换 A : R3 → R3 的集合：对所有
x ∈ B(0, 1)，都有 |Ax− x| ≤ ρ。
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引理 10.6. 对任意 ε > 0，存在 η > 0 与 Kε ≥ 1，使得对所有 0 < δ ≤ ρ ≤ 1，下述结论成立。令
K,M ≥ 1，并令 T1, . . . ,TK 为 B(0, 1) ⊂ R3 中若干族 δ-管，每族基数至多为 M。假设每个 Tj 中
的管都具有粒度 δη 的正则性，并且每个 Tj 都包含在一根 ρ-管中。

则存在刚性变换集 A ⊂ Aρ，其基数为 #A =
⌈ ρ2

Mδ2

⌉，并使
CKT -CW

( ⊔
A∈A

A(Tj)
)
≤ Kεδ

−ε(log(2 +K))CKT -CW (Tj), j = 1, . . . ,K. (10.2)

注 10.7. 注意，对不同的 A,A′ ∈ A，集合 A(Tj) 与 A′(Tj) 可能含有相同的管，因此 (10.2) 左端
的不交并应理解为多重集。由注 4.2(D)，该左端有良好定义。

证明.
步骤 1. 定义 δ̃ = δ/ρ。首先可假设 M < δ̃−2，否则取 A = {I} 即可，其中 I : R3 → R3 为恒等映
射。类似地，可假设 ρ ≥ δ1−ε/2；否则令 A 为 ⌈ ρ2

Mδ2

⌉ 个对 I 作无穷小扰动所得的副本，并由

CKT -CW

( ⊔
A∈A

A(Tj)
)
≤ (#A)CKT -CW (Tj).

即得 (10.2)。
固定 j ∈ [1, . . . ,K]，令 T = Tj。由假设，T中所有管都包含在一根公共 ρ-管中，记为 Tρ。固定

δ ≤ a ≤ b ≤ 2ρ，并要求 a, b 均形如 δℓη。令 ν ≥ 1 为 2 的幂。由假设，T 有一个平衡分割覆盖 Ta。
令 Wν 为一族极大的本质不同的 a × b × 2 棱柱，每个都满足 #T[W ] ∈ [ν#T

#Ta
, 2ν#T

#Ta
)。注

意，每个 W ∈ Wν 都包含在 N2ρ(Tρ) 中。若 W 是一个 a× b× 2 棱柱，且 T ∈ T[Ta]、T ⊂ W，则
Ta ⊂ 2W。特别地，由于 Ta 是 T 的平衡分割覆盖，

#Ta[2W ] ≥ ν/2 对每个 W ∈ Wν .

每根 Ta ∈ Ta 至多包含在 ≲ b
a 个本质不同的 2a× 2b× 4 棱柱中。因此双计数给出

#Wν ≲ (#Ta)
b

a
ν−1. (10.3)

当 ν 不太大时该估计有用。若 ν#T
#Ta

≥ CKT -CW (T)(ab)|T |−1，则 Wν = ∅。

步骤 2. 若两个刚性运动 A,A′ ∈ Aρ 满足：存在 x ∈ B(0, 1) 使 |A(x)−A′(x)| ≥ δ，则称二者 δ-分
离。令 Aδ

ρ 为 Aρ 的一个极大 δ-分离子集；有 #Aδ
ρ ∼ δ̃−6 = δ6/ρ6。

令
N = 2

⌈ ρ2

Mδ2

⌉
, (10.4)

并从 Aδ
ρ 中均匀独立随机选取 A1, . . . , AN。有

P
(
#{A1, . . . , AN} ≥ N/2

)
≥ 3/4, (10.5)
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其中 #{A1, . . . , AN} 表示集合 {A1, . . . , AN} 中不同刚性运动的数量。
固定一个 a× b× 2 棱柱 W0。我们要估计下述事件发生的概率：

#
( N⊔

i=1

Ai(T)
)
[W0] ≥ Kεδ

−ε/2(log(2 +K))CKT -CW (T)|W0||T |−1, (10.6)

也即估计
N∑
i=1

#T[(A−1
i (W0))] ≥ Kεδ

−ε/2(log(2 +K))CKT -CW (T)|W0||T |−1. (10.7)

发生的概率。若 (10.7) 发生，则由鸽巢必存在某个二进 ν，使

#
{
(W, i) ∈ (Wν × {1, . . . , N}) : Ai(W ) 包含于 10W0

}
≥ Zν , (10.8)

其中

Zν =
(
4 log(1/δ)

)−1
Kεδ

−ε/2(log(2 +K))CKT -CW (T)|W0||T |−1
(

sup
W∈Wν

#T[W ]
)−1

. (10.9)

可假设
sup

W∈Wν

#T[W ] ∼ ν
#T
#Ta

≤ CKT -CW (T)(ab)|T |−1, (10.10)

否则 Wν = ∅，于是 (10.8) 与 (10.7) 均不可能成立。由于 |W0| = 2ab，由 (10.10) 可估计 Zν，得到

Zν ≥
(
2 log(1/δ)

)−1
Kεδ

−ε/2(log(2 +K)).

取常数 Kε 足够大，使 Zν ≥ 2，特别地

Zν − 1 ∼ Zν . (10.11)

步骤 3 应用 Chernoff 不等式时会用到这一点。

步骤 3. 固定 ν与W0，估计 (10.8)发生的概率。对两个均包含在N2ρ(Tρ)中的 a×b×2棱柱W,W0，使
A(W )与W0 可比较（等价地，A−1(W0)与W 可比较）的 A ∈ Aδ

ρ 的数量为 ≲ δ−6a2b2ρmin{a/b, ρ}。
写成无量纲形式即 δ̃−6ã2b̃2 min{ã/(b̃ρ), 1} ≤ δ̃−6ã2b̃2，其中 ã = a/ρ、b̃ = b/ρ。

这一计数的理由如下。不失一般性，设 W0 = [0, a] × [0, b] × [0, 2]。刚性运动 A 由 A(vi) 决
定，其中 v0 = (0, 0, 0), v1 = (0, 1, 0), v2 = (0, 0, 1)。由于 A ∈ Aδ

ρ，A(v0) 的 δ-分离选择数至多为
|W∩B(0,ρ)|

δ3
∼ abρ

δ3
。固定 A(v0) 后，A(v2) 的 δ-分离选择数至多为 ab

δ2
。再固定 A(v0), A(v2) 后，A(v1)

的 δ-分离选择数至多为 min{a
b , ρ}δ

−1。
因此，若定义事件 Xi 为：存在 W ∈ Wν 使 Ai(W ) 与 W0 可比较，则

P(Xi) ≲ δ̃−6ã2b̃2 · #Aδ
ρ · #Wν ≲ ã2b̃2(#Wν). (10.12)
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由于 Wν 中的棱柱本质不同，对任意 i，至多有 O(1) 个 W ∈ Wν 使 Ai(W ) 与 W0 可比较。因此
由期望的线性性，

E
(

#{(W, i) ∈ (Wν × {1, . . . , N}) : Ai(W ) 与 W0 可比较}
)

= E(X1 + . . .+XN )

≲ Nã2b̃2(#Wν)

≲ 2
⌈ ρ2

Mδ2

⌉
ã2b̃2(#Wν)

第三行使用 (10.12)；第四行使用 (10.4) 与 (10.3)。
定义 X = X1 + . . .+XN。回顾 (10.9) 与 (10.11)，有

γ :=
Zν

E(X)
≳ log(1/δ)−1Kεδ

−ε/2(log(2 +K))CKT -CW (T)|W0||T |−1
(
2
⌈ ρ2

Mδ2

⌉
ã2b̃2 sup

W∈Wν

#T[W ] · (#Wν)
)−1

≳ log(1/δ)−1Kεδ
−ε/2(log(2 +K))CKT -CW (T)|W0||T |−1

(
2
⌈ ρ2

Mδ2

⌉
ã2b̃2

b

a
(#T)

)−1

≳ log(1/δ)−1Kεδ
−ε/2(log(2 +K))

第二行使用 (10.3) 以及 #T[W ] ∼ ν#T
Ta
；第三行使用 |T | ∼ δ2 与 ã = a/ρ；最后还使用了

CKT -CW (T) ≥ 1、b̃2 ≤ 4、|W0| = 2ab 和 #T ≤ M。
因此可应用乘法型 Chernoff 不等式，得到

P(X ≥ Zν) ≤
(eγ−1

γγ

)E(X)
≲ e−γE(X) = e−Zν ≲ (2 +K)−(log 1/δ)−1Kεδ−ε/2 ≲ K−1 exp[−Kεδ

−ε/3].

第二个不等式使用：Kε 足够大，且对所有 δ > 0、K ≥ 1，有 eγ−1

γγ ≤ e−γ。

步骤 4. ν 有 log(1/δ) 种选择；本质不同的棱柱 W0 至多有 a−3b−1 ≤ δ−4 个；而数对 (a, b) 有 η−2

种选择。因此，存在某个 W ⊂ N2ρ(Tρ)、其尺寸为某个形如 δηℓ 的 a ≤ b 所对应的 a× b× 2，并且
(10.6) 成立的概率为 ≲ δ−6K−1 exp[−Kεδ

−ε/3]。取 Kε 足够大，使该量至多为 (2K)−1。若不存在
这样的棱柱，并且 η ≤ ε/4，则

CKT -CW

( N⊔
i=1

Ai(T)
)
≤ Kεδ

−ε(log(2 +K))CKT -CW (T). (10.13)

事实上，对任意尺寸 a× b× 2 的棱柱 W ⊂ R3，可选取 W ′ ⊂ W，其尺寸为 a′ × b′ × 2，且 a′, b′

均形如 δℓη，并满足 |W ′| ≤ δ−2η|W | ≤ δ−ε/2|W |。
特别地，(10.13) 以至少 1 − (2K)−1 的概率成立。由于共有 K 族管 T1, . . . ,TK，可知以至少

1/2 的概率，(10.13) 对所有这些管族同时成立。最后，由 (10.5)，事件“#A ≥ N/2 且 (10.13) 对所
有 T1, . . . ,TK 成立”的概率至少为 1/4。故存在 A1, . . . , AN 的一种选择，以及 A ⊂ {A1, . . . , AN}，
其基数为

⌈
ρ2

Mδ2

⌉
，并使 (10.2) 成立。
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引理 10.6 有如下推论。

推论 10.8. 对任意 ε > 0，存在 η > 0 与 Kε ≥ 1，使得对所有 0 < δ ≤ ρ ≤ 1，下述结论成立。设 T
为一族 δ-管，Tρ 为 T 的平衡分割覆盖。假设对每个 Tρ ∈ Tρ，TTρ 都具有粒度 (δ/ρ)η 的正则性。
则存在刚性变换集 A，其基数为 #A = 2

⌈#Tρ

#T
|Tρ|
|T |

⌉，并满足
A(Tρ) ⊂ N3ρ(Tρ) 对每个 A ∈ A, Tρ ∈ Tρ, (10.14)

且
CKT -CW

(( ⊔
A∈A

A(T)
)
[N3ρ(Tρ)]

)
≤ Kεδ

−εCKT -CW (T) 对每个 Tρ ∈ Tρ. (10.15)

注 10.9. 直接应用引理 10.6 只能得到稍弱的结论

CKT -CW

(( ⊔
A∈A

A(T[Tρ])
))

≤ Kεδ
−εCKT -CW (T) 对每个 Tρ ∈ Tρ,

但由 Tρ 中的管本质不同可推出 (10.15)：满足 (⊔
AA(T[T ′

ρ])
)
[Tρ] 非空的 T ′

ρ ∈ Tρ 至多有 ≲ 1 根。

现在可以证明命题 10.3。

命题 10.3 的证明. 步骤 1. 固定 ε > 0。令 ε1 > 0 为下文选取的小量，使 ε1 相对于 ε 足够小、η

相对于 ε1 足够小。设 T 为一族 δ-管，并在每一尺度都以误差 δ−η 满足 Katz–Tao 凸 Wolff 公理。
只要选取 η ≤ ε，就存在 J ∼ ε−1 以及尺度 1 = ρ0 > ρ1 > . . . > ρJ = δ，使每个 j 都

有 δε ≤ ρj+1/ρj < 1/8，并且对 j = 0, . . . , J − 1，存在 T 的一个 δ−η-平衡分割覆盖 Tρj，满足
CKT -CW (Tρj ) ≤ δ−η。定义 TρJ = T。

目前 Tρj 覆盖 T，但未必覆盖 Tρj+1。可如下修正。对每个 j > 0与 Tρj+1 ∈ Tρj+1，有 T[Tρj+1 ] ̸= ∅。
由于 Tρj 覆盖 T，存在 Tρj ∈ Tρj，使 T[Tρj+1 ] ∩ T[Tρj ] ̸= ∅，因而 Tρj+1 ∩ Tρj 含有单位线段。这蕴
含 Tρj+1 ⊂ N2ρj+1(Tρj )。于是对 j = 0, . . . , J − 1，把 Tρj 替换为 {N2ρj+1(Tρj ) : Tρj ∈ Tρj}（TρJ 不
变），即可使每个 Tρj 覆盖 Tρj+1。此时 Tρj 仍是 T 的 ≲ δ−η-平衡覆盖，从而是 Tρj+1 的 ≲ δ−2η-平
衡覆盖。继续滥用记号称其为 Tρj。严格地说其中元素是 (ρj + 2ρj+1)-管；由于 ρj+1 ≤ ρj/4，这一
差异无关紧要。注意，此时 Tρj 中的管可能不再本质不同，也可能不再是 T 的分割覆盖。

步骤 2. 经过二进鸽巢，可以把每个 Tρj 替换为一个子集（仍记为 Tρj），使 #TρJ ⪆ #T，并且对每
个 j = 0, . . . , J 满足下列性质。为简化记号，定义 T̃ρj = N3ρj (Tρj )，以及 T̃ρj = {T̃ρj : Tρj ∈ Tρj}。

(i) T̃ρj 中的管本质不同。

(ii) 对每个 Tρj ∈ Tρj，有 T̃ρj+1 [T̃ρj ] = T̃ρj+1 [Tρj ]。

(iii) Tρj 是 T̃ρj+1 的平衡分割覆盖。

(iv) 对每个 Tρj ∈ Tρj，(T̃ρj+1)
Tρj 具有粒度 (3ρj/ρj+1)

η1 的正则性。
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对每个 j = 1, . . . , J，应用推论 10.8：以 ε1 代替 ε，以 T̃ρj 代替 T，以 Tρj−1 代替 Tρ，以 3ρj

代替 δ，并以 3ρj/ρj−1 代替 ρ。令 Aj 为所得输出。
由 (10.14) 与上述 (ii)，对每个 Tρj−1 ∈ Tρj−1，⊔

A∈Aj

A(T̃ρj [T̃ρj−1 ]) =
⊔

A∈Aj

A(T̃ρj [Tρj−1 ]) ⊂ T̃ρj−1 , (10.16)

再由 (iii)，
T̃ρj−1 覆盖

⊔
A∈Aj

A(T̃ρj ). (10.17)

这里不交并按多重集理解。
有

#
(( ⊔

A∈Aj

A(T̃ρj )
)
[T̃ρj−1 ]

)
≥ (#Aj)

( #T̃ρj

2#Tρj−1

)
≳

|Tρj−1 |
|Tρj |

对每个 Tρj−1 ∈ Tρj−1 . (10.18)

由 (10.15)，存在 Cε1 ≥ 1，使

CKT -CW

(( ⊔
A∈Aj

A(T̃ρj )
)
[T̃ρj−1 ]

)
≤ Cε1δ

−ε1−2η 对每个 T̃ρj−1 ∈ T̃ρj−1 . (10.19)

步骤 3. 定义 A(0) = {I}，对 j = 1, . . . , J 定义

A(j) = {A1 ◦A2 ◦ . . . ◦Aj : Ai ∈ Ai 对每个 i = 1, . . . j}.

定义 A = A(J)；这就是命题 10.3 的输出变换集。
对 j = 0, . . . , J，定义

T̂ρj =
⊔

A∈A(j)

A(T̃ρj ).

由 (10.17)，对每个 j = 1, . . . , J，T̂ρj−1 覆盖 T̂ρj。
由 (10.18)，对每个 1 ≤ j ≤ J 和 Tρj−1 ∈ Tρj−1，

#T̂ρj [T̃ρj−1 ] ≳
|Tρj−1 |
|Tρj |

.

因此经过二进鸽巢，可把每个 T̂ρj 替换为一个精化 T̂′
ρj（按多重集意义），使对每个 j = 1, . . . , J，

T̂′
ρj−1
是 T̂′

ρj 的平衡分割覆盖，并且对每个 Tρj−1 ∈ Tρj−1，

#T̂′
ρj [T̃ρj−1 ] ≳ δη

|Tρj−1 |
|Tρj |

,

从而
#T̂′

ρJ
[T̃ρj ] ≳ δη/ε

|Tρj |
|T |

对每个 T̃ρj ∈ T̂′
ρj . (10.20)
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步骤 4. 由引理 4.12 与 (10.19)，

CKT -CW (T̂′
ρJ
) ≤ CKT -CW (T̂ρJ ) ≲

J∏
j=1

(
Cε1δ

−ε1−2η
)
≲ δ−2ε1J .

特别地，对每个 T ∈ T̂′
ρJ
，至多有 ≲ δ−2ε1J 根 T ′ ∈ T̂′

ρJ
与 T 可比较。回忆 J ∼ ε−1。取 ε1 足够

小，使 2ε1J < ε/4。于是可选取 T† ⊂ T̂′
ρJ

⊂
⋃

A∈AA(T̃ρJ )，满足 #T† ≳ δε/4(#T̂′
ρJ
) ≥ δε|T |−1 且

其中管本质不同。该 T† 就作为命题 10.3 的输出。
还需验证 T† 在每一尺度都以误差 δ−ε 满足 Frostman 凸 Wolff 公理。只需注意：对 j =

0, . . . , J − 1，T̂′
ρj 是 T† 的一个 δ−ε/42J−j-平衡分割覆盖。因此若取 η < ε2/2，则对每个 T̃ρj ∈ T̂′

ρj，
由 (10.20) 得

CF -CW

(
(T†)T̃ρj

)
≤ CKT -CW (T†)

#T†[T̃ρj ]

|T̃ρj |
|T |

≲ δ−η/εCKT -CW (T†) ≤ δ−η/ε−ε/4CKT -CW (T̂′
ρJ
) ≤ δ−ε.

11 多尺度分析与命题 1.7 的证明

本节目标是结合命题 9.1 与定理 10.2，证明命题 1.7。

引理 11.1. 令 σ ∈ (0, 2/3]、ω, ε > 0、N ≥ 1，并假设 E(σ, ω) 成立。则存在 η, α, κ > 0，使得对所
有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。则下列
情形至少有一个成立。

(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
.

(B) 存在 (T, Y )δ 的一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ；存在 J ≤ 2N；尺度 δ = ρJ < ρJ−1 < . . . < ρ0 = 1；
以及管族 Tρj，j = 0, . . . , J，满足

(i) 对每个 i = 0, . . . , J − 1，有 ρi+1/ρi ≥ δ(1−ω/100)N。
(ii) T′ = TρJ，且 Tρ0 只含一根 1-管。

(iii) 对每个 i = 1, . . . , J − 1 和每个 Tρi−1 ∈ Tρi−1，T
Tρi−1
ρi 关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理和

Frostman 薄板 Wolff 公理，以误差 δ−ε 从上方和下方对 T
Tρi−1
ρi+1 进行因子分解。

证明.
步骤 1. 用关于 N 的归纳证明。N = 0 时几乎无需证明：由于 T 中的管都包含在单位球中，可选
取一个 ∼ 1 精化 T′ ⊂ T，使其包含在一根 1-管中。此时 J = 1，结论 (B) 总成立（J = 1 时其中
(iii) 为空命题）。
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现在假设结论对 N − 1 已成立。令 θ ∈ (0, 2/3]，ε, ω > 0。令 ε1, ε2, η, α, c > 0 为下文确定的
小量：ε1 依赖于 ε,N, θ, ω；ε2 相对于 ε1 足够小；η, α, c 相对于 ε2 足够小。

设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，并满足 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。若 η 相对于 ω, σ, ε2 足够
小，则可用 ε2 代替 ε 应用归纳假设；令 α1 = α1(ω, σ, ε2, N − 1) 为相应的 α。
若归纳假设的结论 (A) 成立，则只要 α ≤ α1，本引理的结论 (A) 也成立。否则，结论 (B)

成立：存在一个 δε2 精化 (T′, Y ′)δ；尺度 δ = ρJ < ρJ−1 < . . . < ρ0 = 1，其中 J ≤ 2N−1 且
ρi+1/ρi ≥ δ(1−ω/100)N−1；以及满足结论 (B) 的管族 Tρj，其中把 ε 替换为 ε2。

将 (T′, Y ′)δ 以及每个 Tρi 再精化一个 (log 1/δ)−J ≥ (log 1/δ)−2N 因子，可以在 Tρi 上构造着
色 Yρi，满足：

(a) |Yρ0(Tρ0)| ≳ (log 1/δ)−2N δη，其中 Tρ0 是 Tρ0 中唯一的管。

(b) 对每个 Tρi ∈ Tρi，(TTρi
ρi+1 , Y

Tρi
ρi+1)ρi+1/ρi 是 ≳ (log 1/δ)−2N δη-稠密的；且 (YρJ ,TρJ )δ 是 (T′, Y ′)δ

的一个 ≳ (log 1/δ)−2N 精化。

(c) 结论 (B) 的 (iii) 仍成立，只是误差从 δ−ε2 放宽为 ≲ (log 1/δ)2N δ−ε2。

(d) 对每个 i = 1, . . . , J − 1 和 Tρi−1 ∈ Tρi−1，T
Tρi−1
ρi 是 T

Tρi−1
ρi+1 的平衡分割覆盖。

(e) 对每个 i = 0, . . . , J − 1，量 ∣∣∣ ⋃
T∈Tρi+1 [Tρi ]

Yρi+1(Tρi+1)
∣∣∣

对所有 Tρi ∈ Tρi 都大致相同（相差至多因子 2）。

(f) 有 ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ J−1∏

i=1

(
sup

Tρi∈Tρi

1

|Tρi |

∣∣∣ ⋃
Tρi+1∈Tρi+1 [Tρi ]

Yρi+1(Tρi+1)
∣∣∣). (11.1)

(f) 的构造方式是：选取每个 Yρi+1，使并集
⋃

Tρi+1∈Tρi+1 [Tρi ]
Yρi+1(Tρi+1) ⊂ Yρi(Tρi) 在 Yρi(Tρi) 内

半径为 ρi 的球上具有大致相同的密度（相差至多因子 2）。由上一项，把 (11.1) 中的上确界替换为
下确界，右端至多损失因子 2J。(a)–(e) 均由二进鸽巢得到，细节从略。
若 ε2 相对于 ε1 足够小，则对每个 i 和 Tρi ∈ Tρi，有
1

|Tρi |

∣∣∣ ⋃
Tρi+1∈Tρi+1 [Tρi ]

Yρi+1(Tρi+1)
∣∣∣ ≳ δε1

(ρi+1

ρi

)ω(#Tρi+1

#Tρi

)
|Tρi+1 |

((#Tρi+1

#Tρi

)( |Tρi+1

|Tρi |
)1/2)−σ

(11.2)

事实上，(11.2) 来自估计 E(σ, ω)；例如当 ρi+1

ρi
< δε1 且 ε2 相对于 ω, σ, ε1 足够小时可直接应用。若

ρi+1

ρi
≥ δε1，则由一个初等事实得到：(11.2) 左端所涉及并集的体积至少为任一 Tρi+1 ∈ Tρi+1 [Tρi ]

的 Yρi+1(Tρi+1) 的体积。
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步骤 2. 若 ρi+1/ρi ≥ 2−Nδ(1−ω/100)N，称指标 i 为 C 型；此时无需进一步分割。否则，对每个排
列 (TTρi

ρi+1 , Y
Tρi
ρi+1)ρi+1/ρi 应用命题 9.1（精细尺度归纳），其中 ω, σ 如上，并取 ζ = ε；只要 ε2 相对

于 ω, σ,N, ε 足够小即可。若对至少一个 Tρi ∈ Tρi，命题的结论 (A) 成立，则称指标 i 为 A 型；否
则称其为 B 型。
假设至少存在一个 A 型指标，记为 i0。令 α2 = α2(ω, σ, ε) 为命题 9.1 的输出。对每个 i ̸= i0

应用 (11.2)，对 i0 的贡献使用命题 9.1 的结论 (A)，并用 (11.1) 合并这些估计，得到∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ ∏

i=1,...,J−1
i ̸=i0

(
δε1

(ρi+1

ρi

)ω(#Tρi+1

#Tρi

)
|Tρi+1

((#Tρi+1

#Tρi

)( |Tρi+1

|Tρi |
)1/2)−σ)

·

·
(
δε1

(ρi0+1

ρi0

)ω−α2
(#Tρi0+1

#Tρi0

)
|Tρi0+1

((#Tρi0+1

#Tρi0

)( |Tρi0+1

|Tρi0
|
)1/2)−σ)

≥ δε1J
(ρi0+1

ρi0

)−α2(#T)|T |
(
(#T)|T |1/2

)−σ

≳ δε12
N−α2(1−ω/100)N (#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ

(11.3)

因此，只要选取 α ≤ 1
2α2(1−ω/100)N 和 ε1 < 2−N−1α2(1−ω/100)N，引理 11.1 的结论 (A) 成立。

步骤 3. 现在假设每个指标都是 B 型或 C 型。我们证明引理 11.1 的结论 (B)。按从小到大的顺
序，对每个 B 型指标 i 执行如下步骤。经过二进鸽巢，存在 s ∈ [(ρi+1

ρi
)1−

ω
100 , (ρi+1

ρi
)

ω
100 ] 以及子集

T′
ρi ⊂ Tρi，其中 #T′

ρi ⪆δ #Tρi，使对每个 Tρi ∈ T′
ρi，命题 9.1 输出的 “ρ” 都位于 s 与 2s 之间。定

义 ρi+1/2 = sρi。于是
ρi+1/2

ρi
≥ s ≥

(ρi+1

ρi

)1− ω
100 ≥ (2−N+1δ(1−ω/100)N−1

)1−
ω

100 ≥ 2−Nδ(1−ω/100)N . (11.4)

类似地，
ρi+1

ρi+1/2
=

ρi+1

ρi

ρi
ρi+1/2

≥ ρi+1

ρi

1

2s
≥ 1

2

(ρi+1

ρi

)1− ω
100 ≥ 2−Nδ(1−ω/100)N . (11.5)

这验证了引理 11.1 结论 (B) 的 (i)。
令 Tρi+1/2

为命题 9.1 所给对应管族的并，并定义

T′
ρi+1

=
⋃

Tρi+1/2
∈Tρi+1/2

Tρi+1 [Tρi+1/2
].

对每个 Tρi ∈ T′
ρi，TTρi

ρi+1/2
关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理与 Frostman 薄板 Wolff 公理，以误差 δ−ε

从上方和下方对 (T′
ρi+1

)Tρi 进行因子分解。这验证了结论 (B) 的 (iii)。
最后，用连续整数 1, 2, 3, . . . 对 T′

ρi 和 Tρi+1/2
重新编号，并令 T′ = TρJ′，其中 J ′ 为重新编号

后的最后一个指标。注意 J ′ ≤ 2J − 1 ≤ 2N；重新编号后仍有 ρ0 = 1、ρJ ′ = δ。归纳步骤完成。

引理 11.2. 令 σ ∈ (0, 2/3]、ω, ε > 0，并假设 E(σ, ω) 成立。则存在 η, α, κ > 0，使得对所有 δ > 0，
下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。则下列情形至少
有一个成立。
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(A) ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδω−α(#T)|T |

(
(#T)|T |1/2

)−σ
.

(B) 存在 (T, Y )δ 的一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ，且该精化在每一尺度都以误差 δ−ε 满足 Katz–Tao 凸
Wolff 公理（见定义 10.1）。

证明. 令 ε1 > 0 为下文选取的小量。取 N 足够大，使 (1− ω/100)N < ε。用该 N、以 ε1 代替 ε、
并取上述 ω, σ，对 (T, Y )δ 应用引理 11.1。若该引理结论 (A) 成立，则本引理结论 (A) 成立，证明
结束。
否则，引理 11.1 的结论 (B) 成立。经过无害精化，可假设每个 Tρi 是 Tρi+1 的平衡分割覆盖，

因此 Tρi 是 T′ 的一个 2J ≤ δ−ε-平衡分割覆盖。
我们断言，只要 ε1 足够小（依赖于 N, ε），引理 11.1 输出的 (T′, Y ′)δ 在每一尺度都以误差 δ−ε

满足 Katz–Tao 凸Wolff 公理。验证如下。由于 (1−ω/100)N < ε，对每个 ρ ∈ [δ, 1]，区间 [ρ, δ−ερ]

至少包含一个 ρi。前面已指出，Tρi 满足定义 10.1 的 (i)。还需验证 (ii)。应用引理 4.12，对每个 i

有
CKT -CW (Ti) ≲

J∏
j=i+1

δ−2ε1 ≲ δ−2N+1ε1 .

取 ε1 足够小，使对所有充分小的 δ > 0，CKT -CW (Ti) ≤ δ−ε。若 δ 不够小，则只要 κ > 0 足够小，
结论 (A) 总成立。

命题 1.7 的证明. 固定 ω, σ > 0，并假设 E(σ, ω) 成立。以 ω/2 代替 ε 应用定理 10.2，令 η1 为
其输出。再以 η1 代替 ε 应用引理 11.2，令 α2, η2, c2 为其输出。于是，对任意 δη2-稠密并满足
CKT -CW (T) ≤ δ−η2、CF -SW (T) ≤ δ−η2 的 (T, Y )δ，有∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≳ δω−min(α2,ω/2)(#T)|T |
(
(#T)|T |

)−σ
. (11.6)

特别地，D(σ, ω − g(σ, ω)) 成立，其中 g(σ, ω) = min(α2, ω/2)。

12 管倍增

本节证明定理 1.12。事实上证明稍强的结论。

定理 1.12′. 对任意 ε > 0，存在 η > 0，使得对所有充分小的 δ > 0，下述结论成立。设 T 为 R3

中一族 δ-管。对每个 T ∈ T，设 Y (T ) ⊂ T 且 |Y (T )| ≥ δη|T |。令 R ≥ 1，并对每个 T ∈ T，以 TR

表示 T 的 R 倍膨胀。则 ∣∣∣ ⋃
T∈T

TR

∣∣∣ ≤ δ−εR3
∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣. (12.1)

定理 1.12 是取 Y (T ) = T、R = 2 的特殊情形。

111



证明. 步骤 1. 首先可假设 T 中所有管均包含在 B(0, 1) 中。事实上，可以用一族重叠次数有界的
单位球覆盖 R3，使每根 T ∈ T 至少包含在其中一个球里。其次可假设 T 中的管本质不同，特别地
#T ≲ δ−4。事实上，可以把 T 替换为一个极大的本质不同子族，这只会使 (12.1) 右端改变一个常
数因子。
固定 ε > 0。对 i = 1, 2, . . .，按如下方式定义 Ti,T′

i 和 Wi。先令 T0 = T。令 T′
i 与 Wi 为对

Ti−1 应用命题 4.6 的输出，并定义 Ti = Ti−1\T′
i。一直进行到 TN 为空。于是 T =

⊔N
i=1 T′

i。对每
个 i，

#T′
i ≥ 100−3e−100

√
log(δ−5)(#Ti−1),

因此若 j − i ≥ 2 · 1003e100
√

log(δ−5)，则 #Tj ≤ 1
2(#Ti)。由于 #T0 ≲ δ−4，上述过程至多经过

≲ (log 1/δ)(2 · 1003e100
√

log(δ−5)) ⪅δ 1 步停止，即 N ⪅δ 1。

步骤 2. 固定一个指标 j。为简化记号，写 T′ = T′
j、W ′ = Wj。

W ′ 关于 Katz–Tao 凸 Wolff 公理从上方、关于 Frostman 凸 Wolff 公理从下方对 T′ 因子分解，
二者误差均为 K ≤ 1003e100

√
log(δ−5)。回忆 W ′ 中棱柱尺寸均相同，记为 a× b× 1。

令 ε1 > 0 为下文选取的小量。下一步估计每个 W ∈ W ′ 内管并集的体积，即希望得到∣∣∣ ⋃
T∈T′[W ]

Y (T )
∣∣∣ ≥ κ0δ

ε1 |W |, (12.2)

其中 κ0 = κ0(ε1) > 0。为此估计 ⋃
T′[W ] Y

W (T )W 的体积；后者是尺寸 δ/b× δ/a× 1 的棱柱并。由
定理 1.9，断言 E(ε1/10, ε1/10) 成立；再由命题 5.14，断言 F(ε1/10, ε1/10) 成立。后者允许估计三
边尺寸均不相同的棱柱并。
对每个 W ∈ W ′，把估计 F(ε1/10, ε1/10) 应用于 ((T′)W , Y W )δ/b×δ/a×1。回忆该估计含有额外

项 “D”；但按注 5.6 的情形 3，此处 D ∼ 1。若 η > 0 相对于 ε1 足够小，则对每个 W ∈ W ′，∣∣∣ ⋃
T∈T′[W ]

Y W (T )W
∣∣∣ ≥ κ0δ

ε1/10m−1(#T′[W ])|TW |
(
m−3/2ℓ(#T′[W ])|TW |1/2

)−ε1/10

⪆δ κ0δ
ε1/2,

(12.3)

其中 m = CKT -CW ((T′)W ) ⪅δ (#T′[W ]) |T |
|W | = (#T′[W ])|TW |，且 ℓ = CF -SW ((T′)W )。第二个不等

式中，可粗略地用 δ−4 上界
(
m−3/2ℓ(#T′[W ])|TW |1/2

)
。对 (12.3) 反向重标度，并在必要时调整

κ0，即得 (12.2)。
对每个 W ∈ W ′，定义 Y (W ) =

⋃
T∈T′[W ] T；则 Y (W ) ⊂ W 且 |Y (W )| ≥ κ0δ

ε1。可假设 δ > 0

足够小，使该量 ≥ δ2ε1。
若 ε1相对于 ε足够小，则对 (W ′, Y )a×b×1应用 F(ε/10, ε/10)。这里D至多为 CKT -CW (W ′) ⪅δ 1，

见注 5.6 情形 2。因此 ∣∣∣ ⋃
W∈W ′

Y (W )
∣∣∣ ≥ κ1δ

ε/2(#W ′)|W |. (12.4)
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结合 (12.2) 与 (12.4)，并恢复原记号，得到∣∣∣ ⋃
T∈T′

j

Y (T )
∣∣∣ ≥ κ1δ

ε/2
∑

W∈Wj

|W |. (12.5)

步骤 3. 现在合并不同 j 的估计 (12.5)。令 W =
⋃N

j=1Wj。则 W 覆盖 T，并且∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ N−1 max

1≤j≤N

∣∣∣ ⋃
T∈T′

j

T
∣∣∣ ⪆δ κ1δ

ε/2
∑

W∈W
|W |. (12.6)

最后，由于 W 覆盖 T，其 R 倍膨胀族 {RW : W ∈ W} 覆盖 {TR : T ∈ T}。故∣∣∣ ⋃
T∈T

TR

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ⋃
W∈W

RW
∣∣∣ ≤ ∑

W∈W
|RW | = R3

∑
W∈W

|W |. (12.7)

比较 (12.6) 与 (12.7) 即得 (12.1)。

A R3 中管族的颗粒分解

本节证明命题 7.15。为方便读者，先重述该命题。回忆宽广性定义见定义 7.7。其中假设了小
参数 β > 0，该参数在第 7.1 节中定义；那里给出了一个依赖于 ω 和 ζ 的具体取值。本节以下结果
则允许 β 为任意正数（但在 Rn 中始终取 β ∈ (0, n− 1]），而后续量如 η,K1 可以依赖于 β。因此
本节结果可以应用于第 7 节。

命题 7.15. 令 ε > 0。则存在 η, κ > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，
并以误差 δ−η 宽广。假设 T 中的管都包含在一根公共 1-管 T1 中。
则存在一个 δε 精化 (T′, Y ′)，它是 δε-稠密的，并以误差 ≤ κ−1δ−ε 宽广；还存在 µ ≥ 1，使

对每个 x ∈
⋃

T′ Y ′(T )，都有 µ
∑

#T′
Y ′(x)。此外，存在 c ≥ κµδε(δ#T)−1 以及 (G, Y )δ×c×c，使

(G, Y )δ×c×c 是 (T′, Y ′)δ 关于 {T1} 的一个稳健的 δε-稠密双尺度颗粒分解（后者只含一根 1-管）。

为了证明命题 7.15，我们反复应用 Guth–Katz 多项式分割定理 [13]，把 ⋃
T Y (T ) 的一个大部

分分解为若干半代数集薄邻域之并。Guth [11, 12] 最先在 Fourier 限制问题中使用这一思想，随后
Guth 与第二作者 [14] 将其用于挂谷问题。
精确陈述结果前，先给出若干定义。回忆：半代数集是由多项式等式与不等式的布尔组合定义

的集合 S ⊂ Rn。
定义 A.1. 令 ρ > 0。厚度为 ρ 的半代数颗粒是形如

G = Nρ(S),

的集合，其中 S ⊂ R3 为半代数集且 dim (S) ≤ 2。若存在非零多项式 Q : R3 → R 使 S ⊂ Z(Q)，则
称 G 由次数至多为 deg(Q) 的多项式定义。
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下面回顾 Wongkew [30] 的结果，用于估计半代数颗粒的体积。

定理 A.2. 设 Z = Z(Q) ⊂ Rn 为维数 d 的代数簇，B ⊂ Rn 为半径 r 的球。则存在仅依赖于 n 的
常数 K，使对所有 0 < ρ ≤ r，

|Nρ(Z ∩B)| ≤ K(degQ)nρn−drd.

推论 A.3. 设 G ⊂ R3 为厚度 ρ 的半代数颗粒，并由次数至多为 D 的多项式定义。则

|G| ≲ D3 ρ diam(G)2.

下面需要一个颗粒分解结果，它与 [14] 的命题 3.2 类似。

命题 A.4. 令 ε > 0。则存在 Kε > 0，使下述结论成立。设 E ⊂ B(0, 1) ⊂ R3 为开集。则存在

• 一族厚度为 100δ 的半代数颗粒 G；每个颗粒直径 ≤ Kε(#G)−1/3，并由次数至多为 Kε 的多
项式定义。

• 对每个 G ∈ G，存在 EG ⊂ E ∩G，且集合 {EG : G ∈ G} 两两不交。

此外， ∑
G∈G

|EG| ≥ K−1
ε δε|E|,

且对每个 G ∈ G，
K−1

ε δε
|E|
#G

≤ |EG| ≤ Kεδ
−ε |E|

#G
.

最后，对任意 δ-管 T，有

#{G ∈ G : T ∩ EG ̸= ∅} ≤ Kεδ
−ε(#G)1/3. (A.1)

上述结果本质上就是 [14]的命题 3.2；区别仅在于 [14]并未要求 G中颗粒直径至多为Kε(#G)−1/3。
加入这一性质很直接：每一步分割时，在 e1, e2, e3 三个方向额外加入分割平面即可。
利用命题 A.4，得到如下关于管排列的结构定理。

引理 A.5. 令 ε, β > 0。则存在 K, η > 0，使下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，并以误差 δ−η、
指数 β 宽广。假设存在 µ，使对所有 x ∈

⋃
T∈T Y (T )，都有 #TY (x) ∈ [µ, 2µ)。则存在：

• (T, Y )δ 的一个 δε 精化 (T′, Y ′)δ；

•
⋃

T Y
′(T ) 的一个分割 E = E1 ⊔ . . . ⊔ EN。

这些对象具有：
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(a) (i)
1 ≤ N ≤ Kδ−ε

(
δµ−1 #T

)3
. (A.2)

(ii) r ≥ K−1δεN−1/3。

(b) 每个 Ei 的直径至多为 2r，且体积满足

K−1N−1δε
∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≤ |Ei| ≤ Kδ

(
diam(Ei)

)2
. (A.3)

(c) (T′, Y ′)δ 以误差 Kδ−ε、指数 β 宽广，并且对每个 x ∈
⋃

T∈T′ Y ′(T )，有 #T′
Y ′(x) ≥ K−1δεµ。

(d) 对每个 T ∈ T′，存在一族两两 100r-分离的管段 {T (j)}，每个 T (j) ⊂ T 长度为 r，并满足：

(i) 每个 T (j) 都与 Y ′(T ) 相交，并且 Y ′(T ) ⊂
⊔
T (j)。

(ii) 若 T (j) 为管段，则 T (j) ∩ Y ′(T ) 恰与一个 Ei 相交。

证明.
步骤 1. 令 ε1 为下文选取的小量。令 T1 = {T ∈ T : |Y (T )| ≥ 1

2δ
η|T |}，Y1 为 Y 在 T1 上的限制。

则 (T1, Y1)δ 是 (T, Y )δ 的一个 1/2 精化。对 E =
⋃

T∈T1
Y1(T ) 应用命题 A.4，其中以 ε1 代替 ε，

令 G 与 {EG : G ∈ G} 为输出。
对每个 T ∈ T1，至多有 Kε1δ

−ε1(#G)1/3 个 G ∈ G 满足 T ∩ EG ̸= ∅。定义“显著”颗粒

GT,sig =
{
G ∈ G : |T ∩ EG| ≥ (

1

2
|Y1(T )|)

(
Kε1δ

−ε1(#G)1/3
)−1}

.

则 ∣∣∣Y1(T ) ∩ ⊔
G∈GT,sig

EG

∣∣∣ ≥ 1

2
|Y1(T )|.

每个 Y1(T ) ∩ EG 都包含在一根长度为 diam(T ∩ EG) 的子管中，且

δη+ε1K−1
ε1 (#G)−1/3 ≲ diam(T ∩ EG) ≤ Kε1(#G)−1/3.

第一个不等式来自体积下界 |T ∩ EG| ≳ δη+ε1 |T |K−1
ε1 (#G)−1/3；第二个来自命题 A.4 给出的 G 的

直径上界。
定义

r = κδη+ε1K−1
ε1 (#G)−1/3, (A.4)

其中 κ ∼ 1 取到使每个 T ∩ EG 的直径至少为 r。于是对每个 G ∈ GT,sig，可选取长度为 r 的子管
TG ⊂ T，满足

|TG ∩ EG| ≳ δη+ε1K−2
ε1 |T ∩ EG| ≳ δ2η+2ε1K−3

ε1 |T |(#G)−1/3 ≳ δη+ε1K−2
ε1 r|T |. (A.5)

并且可使集合 {TG : G ∈ GT,sig} 中任意两个子管要么重合，要么内部不交。
由于 {EG} 两两不交，体积下界 (A.5) 表明：对每根 T，集合 {TG : G ∈ GT,sig} 中至多有

δ−η−ε1K2
ε1 根子管可以彼此重合。因此对每个 T ∈ T1，可选取 Y2(T ) ⊂ Y1(T )，满足：
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•
|Y2(T )| ≳ δ2η+2ε1K−4

ε1 |Y1(T )|.

• 存在一族 T 的长度为 r 的子管 {T (j)}，两两 100r-分离。每个 T (j) 与 Y2(T ) 相交，并且对每
个 T (j)，恰有一个 G ∈ G 满足 Y2(T ) ∩ T (j) ∩ EG ̸= ∅。

步骤 2. 步骤 1 处理了管；本步骤处理 G 中颗粒。固定一个颗粒 G，用半径 2r、重叠次数有界的球
族 {Bi}覆盖 G。从中选取一个 100r-分离子集（重编号后记为 {Bi}Mi=1，其中 M = M(G) ≥ 1），使

M∑
i=1

∑
T∈T1

|Y2(T ) ∩ EG ∩Bi| ≳
∑
T∈T1

|Y2(T ) ∩ EG|. (A.6)

由于这些球两两 100r-分离，每个长度为 r 的子管 T (j) 至多与其中一个球相交。因此对每个 T ∈ T1

和每个 T (j)，至多有一个上述 Bi 满足 Y2(T ) ∩ T (j) ∩ EG ∩Bi ̸= ∅。
对每个 G ∈ G 执行上述操作。令 G′ 为所有 Bi ∩G 的并，其中 G 遍历 G。对每个 G′ ∈ G′，定

义 EG′ = G′ ∩ EG，这里 G ∈ G 是产生 G′ 的唯一颗粒。集合 {EG′ : G′ ∈ G′} 两两不交。
定义 Y3(T ) = Y2(T ) ∩

⋃
G′∈G′ EG′。由 (A.6)，(T1, Y3)δ 是 (T1, Y2)δ 的一个 ≳ 1 精化，从而是

(T, Y )δ 的一个 ≳ δ2η+2ε1K−4
ε1 精化。此外，对每个 T ∈ T1，仍有一族两两 100r-分离、长度为 r、

与 Y3(T ) 相交的子管 {T (j)}；对每个这样的 T (j)，恰有一个 G′ ∈ G′ 使 T (j) ∩ EG′ ̸= ∅。

步骤 3. 令 µ′ ≤ µ，并令 (T1, Y4)δ 为 (T1, Y3)δ 的一个 ⪆δ 1 精化，使对每个 x ∈
⋃

T∈T1
Y4(T )，

#(T1)Y4(x) ∼ µ′。由于 (T1, Y4)δ 是 (T, Y )δ 的一个 ≈δ δ
2η+2ε1 精化，

µ′ ⪆δ δ
2η+2ε1µ, (A.7)

从而 (T1, Y4)δ 以误差 ⪅δ δ−3η−2ε1、指数 β 宽广。选取 η, ε1 足够小并取 K 足够大，使其以误差
≤ Kδ−ε 宽广，且 µ′ ≥ K−1δεµ。
对每个 G′ ∈ G′，定义 E′

G′ = EG′ ∩
⋃

T∈T1
Y4(T )。经二进鸽巢，可选取 G′′ ⊂ G′，使对每个

G′ ∈ G′′，|E′
G′ | 大致相同（相差至多因子 2）。对每个 T ∈ T1，定义 Y5(T ) = Y4(T ) ∩

⋃
G′′∈G′′ E′

G′′。
定义 N = #G′′。滥用记号，把 {E′

G′′ : G′′ ∈ G′′} 枚举为 E1, . . . , EN。由于 #TY (x) ∼ µ，且对
每个 G ∈ G，K−1

ε1 δε1 |E|
#G ≤ |EG| ≤ Kε1δ

−ε1 |E|
#G，有

#G ≥ N = #G′′ ⪆δ δ
2ε1#G. (A.8)

定义 T′ = T1、Y ′(T ) = Y5(T )。该 (T′, Y ′)δ 满足引理 A.5 的结论 (c)。并且
⋃
T∈T′

Y ′(T ) =

N⊔
i=1

Ei,

若常数 K = K(ε1) 足够大，则对每个 i = 1, . . . , N，

N−1
∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ⪅δ N

−1
∣∣∣ ⋃
T∈T′

Y ′(T )
∣∣∣ ≲ |Ei| ≤ Kδ(diam(Ei))

2,
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其中最后一个不等式是推论 A.3。这证明了结论 (b)。此外，对每个 T ∈ T′，已有一族两两 100r-分
离、长度为 r 的管段 {T (j)}。必要时丢弃部分管段，可假设每个 T (j) 与 Y ′(T ) 相交；且对每个保
留下来的管段，恰有一个 i 使 Y ′(T ) ∩ T (j) ∩ Ei ̸= ∅。这证明了 (d.i)、(d.ii)。

步骤 4. 最后证明结论 (a)。先证 (a.i)，即 N 满足 (A.2)。步骤 3已证明 (d.ii)。结合 (A.4)与 (A.8)，
对每个 T ∈ T，满足 Y ′(T )∩Ei ̸= ∅ 的指标 i 至多有 ⪅δ δ

−2ε1N1/3 个。因此由鸽巢，存在某个 i 使

{#T ∈ T : Y ′(T ) ∩ Ei ̸= ∅} ⪅δ δ
−2ε1N−2/3(#T).

固定该 i，把上述管族记为 Ti。有

ν
(
{(x, T, T ′) ∈ Ei×T2

i : x ∈ Y ′(T )∩Y ′(T ′), ∠(dir(T ), dir(T )) ⪆δ δ
(3η+2ε1)/β

}
⪅δ δ

3−(3η+2ε1)/β(#Ti)
2,

(A.9)
其中 ν 为 Ei 上 Lebesgue 测度与 T2

i 上计数测度的乘积。该不等式来自：若 T, T ′ ∈ Ti 且
∠(dir(T ), dir(T ′)) ≥ δ(3η+2ε1)/β，则 |T ∩ T ′| ≲ δ3−(3η+2ε1)/β。
另一方面，|Ei| ⪆δ δε1N−1(µ−1δ2(#T))；又因 (T′, Y ′)δ 以误差 ⪅δ δ−(3η+2ε1) 宽广，对每个

x ∈ Ei，至少有 ≳ (µ′)2 对 T, T ′ ∈ Ti 使 (x, T, T ′) 属于上述集合。因此由 (A.7)，

µδ2+6η+4ε1N−1(#T) ⪅δ (µ
′)2 ·

(
δ4η+2ε1N−1µ′−1δ2(#T)

)
≲左端 (A.9)

≲右端 (A.9) = δ−(3η+2ε1)/β+3(#Ti)
2 ≲ K2

ε1δ
−(3η+2ε1)/β−4ε1+3N−4/3(#T)2.

整理得
N1/3 ⪅δ K

2
ε1µ

−1δ−(3η+2ε1)/β−6η−8ε1+1(#T).

选取 3η + 2ε1 < εβ/20，并适当选 K，即得 N 的所需上界。
最后，(a.ii) 直接由 r 的定义与 (A.8) 得到。

引理 A.5 并未说明集合 {Ei} 的形状。下面的结果将帮助我们证明：每个 Ei 的相当一部分必
须包含在某个平面的 δ-邻域内。其思想是：由于 Ei 体积小、每个点 x ∈ Ei 都是宽广的，并且对每
根 T ∈ Ti，Ei ∩ T 都很稠密，可以找到许多由 Ti 中三根管形成的“三角形”，三根管两两在不同
点相交。任何三条两两在不同点相交的直线必共面，因此迫使 Ei 的一个显著子集呈平面结构。

引理 A.6. 令 ε, β > 0。则存在 κ, η > 0，使下述结论成立。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，并以误差 ≤ δ−η、
指数 β 宽广。假设 ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≤ δ1−η.

则存在一个平面 Π。若定义 T′ = {T ∈ T : T ⊂ N2δ(Π)}，则存在着色 {Y ′(T ) : T ∈ T′} 和数 µ，满
足

(a) 对每个 x ∈
⋃

T∈T′ Y ′(T )，有 #T′
Y ′(x) ∼ µ。
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(b) ∑
T∈T′

|Y ′(T )| ≥ κδε
∑
T∈T

|Y (T )|. (A.10)

(c) ∣∣∣ ⋃
T∈T′

Y ′(T )
∣∣∣ ≥ κδ1+ε, (A.11)

证明. 首先经过二进鸽巢并把 (T, Y )δ 替换为一个精化，可假设存在 µ，使对所有 x ∈
⋃

T∈T Y (T )，
#TY (x) ∼ µ；此时 (T, Y )δ 仍为 ⪆δ δ

η-稠密，并以误差 ⪅δ δ
−η 宽广。注意

δ2+η(#T) ⪅δ

∑
T∈T

|Y (T )| ≲ µ
∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≤ δ1−ηµ,

因此
#T ⪅δ δ

−1−2ηµ. (A.12)

定义

T′ = {T ∈ T : |Y (T )| ≥ δ2η|T |},

E = {x ∈ R3 : #T′
Y (x) ≥ δ2ηµ},

T′′ = {T ∈ T : |Y (T ) ∩ E| ≥ δ4η|T |}.

双计数给出 #T′′ ≥ δ5η(#T)。
对每个 T0 ∈ T′′ 和每个 x ∈ Y (T0) ∩ E，至少有 1

2δ
2ηµ 根 T ∈ T′ 满足 Y (T ) ∩ Y (T0) ̸= ∅ 且

∠(dir(T ), dir(T0)) ≥ δ3η/β。这是因为与 Y (T0) 相交的 T′ 中管至少有 δ2ηµ 根，而由宽广性，对任
意固定向量 v，通过 x 且满足 ∠(dir(T ), v) ≤ δ3η/β 的管至多占相应小比例。特别地，对每根这样
的 T0，至少有

(
δ3ηµ

)(
δ3η/βδ−1

) 根不同的 T ∈ T′ 与 T0 相交并满足上述角度下界。由于每根这样
的 T 满足 Y (T ) ≥ δ2η|T |，且 |T ∩Nδ10η/β (T0)| ≤ 1

2δ
2η|T |，故∑

T∈T′

Y (T )∩Y (T0) ̸=∅
∠(dir(T ),dir(T0))≥δ3η/β

|Y (T )\Nδ10η/β (T0)| ≳
(
δ3η+3η/βµδ−1

)(
δ2η|T |

)
≳ δ10η/βδµ.

另一方面， ∣∣∣ ⋃
T∈T′

Y (T )∩Y (T0) ̸=∅
∠(dir(T ),dir(T0))≥δ3η/β

Y (T )\Nδ10η/β (T0)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≤ δ1−η,

因此，若定义 FT0 为 R3\Nδ10η/β (T0) 中满足∑
T∈T′

Y (T )∩Y (T0) ̸=∅
∠(dir(T ),dir(T0))≥δ3η/β

χY (T )(x) ≥ δ11η/βµ,
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的点集，则由于 #TY (x) ≲ µ，有 |FT0 | ≥ δ11η/β+1。又因 (T, Y )δ 以误差 δ−η 宽广，对每个 x ∈ F0，
至少有 ≳ (δ11η/βµ)2 对 T, T ′ ∈ T′ 满足

Y (T ) ∩ Y (T0) ̸= ∅, Y (T ′) ∩ Y (T0) ̸= ∅, Y (T ) ∩ Y (T ′) ̸= ∅,

∠(dir(T0), dir(T )) ≥ δ3η/β , ∠(dir(T0), dir(T ′)) ≥ δ3η/β , ∠(dir(T ), dir(T ′)) ≥ δ12η/β
2
,

(T ∩ T ′)\Nδ10η/β (T0) ̸= ∅.

(A.13)

对每一这样的管对，|Y (T )∩Y (T ′)| ≤ |T ∩T ′| ≲ δ3−12η/β2。故固定 T0 后，满足 (A.13) 的不同
管对 (T, T ′) 至少有 ≳ (δ11η/βµ)2(|FT0 |/δ3−12η/β2

) ≳ δ23η/β
2
µ2δ−2 对。因此由 (A.12)，满足 (A.13)

的三元组 (T0, T1, T2) ∈ T′′ × T′ × T′ 至少有 ⪆δ δ
24η/β2

(#T′)2(#T) 个。
由鸽巢可选取一对 (T, T ′)，它属于至少 ⪆δ δ24η/β

2
(#T) 个这样的三元组。固定 T, T ′，令 T0

为使相应三元组满足 (A.13) 的所有 T0。于是：

• T 与 T ′ 相交，且夹角 ≳ δ12η/β
2；

• 对每个 T0 ∈ T0，Y (T0) 与 T, T ′ 都相交，并分别与 T, T ′ 成至少 δ3η/β 的角；

• (T ∩ T ′)\Nδ10η/β (T0) ̸= ∅。

这些性质蕴含每个 T0 ∈ T0 都包含在某个平面的 δ1−100η/β2-邻域中，该平面由 T 与 T 张成（严格
说该平面只在误差 δ

∠(dir(T ),dir(T ′)) ≤ δ1−11η/β2 下定义）。因此存在一族至多 ≲ δ200η/β
2 个平面 {Πi}，

使每个 T0 ∈ T0 都包含在其中某个平面的 2δ-邻域内。由鸽巢可选取平面 Π，使∑
T∈T0

T⊂N2δ(Π)

|Y (T )| ⪆δ

(
δ200η/β

2)(
δ2+2η

)(
δ24η/β

2
(#T)

)
⪆δ δ

300η/β2
∑
T∈T

|Y (T )|.

定义 T′ = {T ∈ T : T ⊂ N2δ(Π)}。经鸽巢可选取 µ′，若定义 Y ′(T ) = {x ∈ Y (T ) : #T′
Y (x) ∼ µ′}，

则 (T′, Y ′)δ 是 (T′, Y )δ 的一个 ≈δ 1 精化。这给出 (a)（以 µ′ 代替 µ）及 (b)。最后，(c) 由标准的
Córdoba 型 L2 论证得到，其中用到 (T′, Y ′)δ 以误差 δ−400η/β2、指数 β 宽广。

下面记录引理 A.6 的重标度版本。

推论 A.7. 令 ε, β > 0。则存在 κ, η > 0，使下述结论成立。设 0 < δ < r ≤ 1，B ⊂ R3 为半径 r 的球。
设 (T, Y )δ 以误差 δ−η、指数 β 宽广；对每个 T ∈ T，有 Y (T ) ⊂ B，且∑

T∈T |Y (T )| ≥ δηδ2r(#T)。
再假设 T 中所有管都包含在一根 1-管 T1 中，且∣∣∣ ⋃

T∈T
Y (T )

∣∣∣ ≤ r2δ1−η.

则存在 T′ ⊂ T、数 µ、着色 Y ′(T ) ⊂ Y (T )（T ∈ T′），以及尺寸可与 δ × r × r 比较的棱柱 P，使
每个 T ∈ T′ 与 P 相交，并按注 7.16 的意义从 P 的长边退出。此外：
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(a) 对每个 x ∈
⋃

T∈T′ Y ′(T )，#T′
Y ′(x) ∼ µ。

(b) ∑
T∈T′

|Y ′(T )| ≥ κδε
∑
T∈T

|Y (T )|. (A.14)

(c) ∣∣∣ ⋃
T∈T′

Y ′(T )
∣∣∣ ≥ κδ1+εr2. (A.15)

现在可以证明命题 7.15。概言之，先用引理 A.5 把 (T, Y )δ 的一个显著部分覆盖为若干互不相
交的集合 {Ei} 之并；再用推论 A.7，把每个 Ei 的显著部分困在一个尺寸可与 δ × r × r 比较的棱
柱 Pi 中，其中 r 取适当直径。

命题 7.15 的证明.
步骤 1. 令 δ0, ε1, ε2 为下文选取的小数。使 δ0 相对于 ε1 很小，ε1 相对于 ε2 很小，而 η, κ 相对于
ε1 很小。这些数依赖于 ε, β。可假设 δ ≤ δ0；否则只要 κ 足够小使 κδε(δT)−1 ≤ δ，结论立即成立，
此时 G 取为 δ × δ × δ 球族即可。以下假设 δ ≤ δ0。
经过二进鸽巢并把 (T, Y )δ 替换为一个 ∼ (log 1/δ)−1 精化，可假设存在 µ ≥ 1，使对每个

x ∈
⋃

T∈T Y (T )，#TY (x) ∈ [µ, 2µ)；同时 (T, Y )δ 仍以误差 δ−η 宽广。
对 (T, Y )δ 应用引理 A.5，其中以 ε1 代替 ε，β 如上；只要 η 相对于 ε1, β 足够小即可。令

K1, N、(T1, Y1)δ 和 E1, . . . , EN 为输出。特别地，(T1, Y1) 以误差 K1δ
−ε1 宽广。由 (a)，

r ≥ K−2
1 δ2ε1(δ#T)−1µ. (A.16)

令 I1 为满足
#{T ∈ T1 : Y1(T ) ∩ Ei ≠ ∅} ≤ 2N−1r−1(#T),

的指标集合，I2 为其余指标。对每个 T ∈ T1，至多有 (100r)−1 个 Ei 满足 Y1(T ) ∩ Ei ̸= ∅。故
#I2 ≤

(
2N−1r−1(#T)

)−1 ∑
T∈T

#
(
i : Y1(T ) ∩ Ei ̸= ∅

)
≤ N/2.

从而 #I1 ≥ N/2。对每个 i ∈ I1，定义
T(i) = {T ∈ T : Y1(T ) ∩ Ei ̸= ∅}.

有 ∑
T∈T(i)

|Y1(T ) ∩ Ei| ≥ K−1
1 δε1µ|Ei|

≥ µK−2
1 δ2ε1N−1

∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣

≥ K−1
1 N−1δ2ε1+η(|T |#T)

≥ K−2
1 δ2ε1+ηN−1(Nr/2)(|T |#T(i))

≥ K−3
1 δ3ε1+η(δ2r)(#T(i)).
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第一步用引理 A.5 的 (c)；第二步用 (A.3)；第三步用 (T, Y )δ 的 δη-稠密性和 #TY (x) ∼ µ；第四
步使用 i ∈ I1。

步骤 2. 由 (A.3)，|Ei| ≤ Kδ(diam(Ei))
2；由引理 A.5 的 (b)，diam(Ei) ≤ 2r。令 Bi 为包含 Ei 的

半径 r 的球。对每个 T ∈ T(i)，定义 Y (i)(T ) = Y1(T )∩Ei ⊂ Bi。若 δ0, ε1 相对于 ε2, β 足够小，则
由步骤 1，(T(i), Y (i))δ 满足推论 A.7 的假设。应用该推论，得到一个与 δ× r× r 棱柱可比较的 Gi、
一个数 µi、子集 T(i)′ ⊂ T(i)，以及子着色 Y (i)′(T ) ⊂ Y (i)(T )，满足：

• 每个 T ∈ T(i)′ 与 Gi 相交，并按注 7.16 的意义从 Gi 长端退出；

• ∑
T∈T(i)′

|Y (i)′(T )| ≥ κ2δ
ε2

∑
T∈T(i)

|Y (i)(T )|.

• ∣∣∣ ⋃
T∈T(i)′

Y (i)′(T )
∣∣∣ ≥ κ2δ

1+ε2r2 ≳ κ2δ
ε2 |Gi|.

• 对每个 x ∈
⋃

T∈T(i)′ Y (i)′(T )，#T(i)′
Y (i)′(x) ∼ µi。

经二进鸽巢，可选取 µ′ 和指标集 I ′1 ⊂ I1，使对每个 i ∈ I ′1，µi ∼ µ′。选择 µ′，使若定义
G = {Gi : i ∈ I ′1}、

Y (Gi) =
⋃

T∈T(i)′

Y (i)′(T ),

以及
Y2(T ) = Y1(T ) ∩

⋃
G

Y (G),

其中第二个并只取满足 T ∈ T(i)′ 的 G ∈ G，则 (T1, Y2)δ 是 (T1, Y1)δ 的一个 ⪆δ δ
ε2 精化，从而是

(T, Y )δ 的一个 ⪆δ δ
ε1+ε2 精化。

对每个 Gi ∈ G，Y (Gi) ⊂ Gi ∩Ei，故 {Y (G) : G ∈ G} 两两不交。此外 |Y1(G)| ≥ κ2δ
ε2 |Gi|，所

以 (G, Y )δ×r×r 是 κ2δ
ε2-稠密的。

有：

(i)
⋃

T Y2(T ) =
⊔

G∈G Y (G)；

(ii) 若 Y2(T ) ∩ Y (G) ̸= ∅，则 T 按注 7.16 的意义从 G 长端退出；

(iii) 若 Y2(T ) ∩ Y (G) ̸= ∅，则 Y2(T ) ∩G ⊂ Y (G)。

(iii)的理由是：若对某个与 Ei 关联的 Gi ∈ G，有 Y2(T )∩Y (Gi) ̸= ∅，则存在长度 r的子管 T (j) ⊂ T，
使 Y2(T ) ∩ T (j) ⊂ Ei ⊂ Y (Gi)。由于与 T 关联的子管 {T (j)} 两两 100r-分离，而 diam(G) ≤ 10r，
该 T (j) 是上述集合中唯一与 G 相交的子管。
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因此 (G, Y )δ×r×r 是 (T1, Y2)δ 关于单一 1-管 {T1} 的稳健 κ2δ
ε2-稠密双尺度颗粒分解。最后，r

的所需下界由 (A.16) 给出。

B Wolff 的发刷论证与命题 1.8 的证明

本节目标是证明命题 1.8。下面以展开形式重述。

命题 1.8（展开形式）. 对任意 ε > 0，存在 κ, η > 0，使得对所有 δ > 0，下述结论成立。设 (T, Y )δ

为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、CF -SW (T) ≤ δ−η。则∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≥ κδ3/2+ε(#T)1/2. (B.1)

证明. 证明先用标准的“双线性”或“稳健横截性”论证，把问题化约到典型相交管对具有大夹角
的情形，即单位向量 dir(T ) 与 dir(T ′) 远离平行；随后应用 Wolff 的发刷论证。由于这些论证在别
处已有详细说明（例如见 [21, §2.4]），这里只给出简要梗概。
固定 ε > 0，令 η > 0 为下文选取的小量。设 (T, Y )δ 为 δη-稠密，且 CKT -CW (T) ≤ δ−η、

CF -SW (T) ≤ δ−η。应用标准化约，可把 (T, Y )δ 替换为一个 ≥ δη-稠密精化，使下述性质成立：存在
θ ∈ [δ, 1]，使对每个 x ∈

⋃
T∈T Y (T )，存在向量 v = v(x)，满足对所有 x ∈ Y (T ) 的 T ∈ T，都有

∠(v, dir(T )) ≤ θ；并且对每个单位向量 w ∈ R3 和每个 r ∈ [δ, θ]，

#{T ∈ TY (x), ∠(w, dir(T )) ≤ r} ≤ (r/θ)η#TY (x).

此外，存在 T 的一个平衡分割覆盖 Tθ，使∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ = ∑

Tθ∈Tθ

∣∣∣ ⋃
T∈T[Tθ]

Y (T )
∣∣∣. (B.2)

再经精化，可假设每个 TTθ 都是 δ3η-稠密的。注意 TTθ 是一族 δ/θ-管，并满足宽广性条件

#{T Tθ ∈ TTθ

Y Tθ
(x), ∠(w, dir(T Tθ)) ≤ r} ≤ rη

(
#TTθ

Y Tθ
(x)

)
,

对所有单位向量 w 和所有 r ∈ [δ/θ, 1] 成立。因此，对 2-宽广管应用标准的Wolff发刷论证 [27]，得
到 ∣∣∣ ⋃

T θ∈TTθ

Y Tθ(T Tθ)
∣∣∣ ≳ δ(5/3)(3η)(δ/θ)1/2

(
(δ/θ)(#TTθ)

)1/2
.

由 (B.2)， ∣∣∣ ⋃
T∈T

Y (T )
∣∣∣ ≳ δ5ηδ3/2θ1/2

∑
Tθ∈Tθ

(#TTθ)1/2 ≳ δ5ηδ3/2θ1/2(#Tθ)
1/2(#T1/2).

最后，#T[Tθ] ≤ θCF -SW (T)(#T) ⪅δ δ
−2ηθ(#T)，因而 #Tθ ⪆δ δ

2ηθ−1，从而得到 (B.1)。
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